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Capitol  1 

Programa  de  l’assignatura 


Fem  una  distribucio  de  les  aproximadament  45  hores  de  classe  de  teoria 
d’aqnesta  assignatura. 

(1)  Corbes  de  №3.  Longitud. 

(2)  Parametre  arc. 

(3)  Pla  osculador,  pla  normal  i  pla  rectificant.  Contacte. 

(4)  Corbes  planes. 

(5)  Formulcs  de  Frenet.  Expressio  canonica  local. 

(6)  Teorema  fonamental  de  la  teoria  local  de  corbes. 

(7)  Contacte  entre  corbes  i  esferes  o  plans.  Esfera  osculatriu. 

(8)  Comentaris  historics  sobre  els  inicis  de  la  geometria  diferencial. 

(9)  Comentaris  historics  sobre  els  inicis  de  la  geometria  diferencial. 

(10)  Superficies  de  №3.  Definicio  i  exemples. 

(11)  Grafiques  i  valors  regulars. 

(12)  Funcions  diferenciables  sobre  superffcies. 

(13)  Espai  tangent.  Diferencial  d’una  aplicacio  entre  superffcies. 

(14)  Primera  forma  fonamental.  Area. 
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(15)  Isometries. 

(16)  Aplicacio  de  Gauss.  Endomorfisme  de  Weingarten. 

(17)  Segona  forrna  fonamental.  Lfnies  de  curvatura.  Enunciar  cl  teorema 
fonamental  de  la  teoria  local  de  superficies. 

(18)  Superficies  reglades. 

(19)  Teorema  de  Monge. 

(20)  Curvatura  normal.  Interpretacio  geometrica. 

(21)  Teorema  de  Meusnier. 

(22)  Formula  d’Euler.  Teorema  d’Olinde. 

(23)  Indicatriu  de  Dupin. 

(24)  Teorema  egregi. 

(25)  Equacions  de  Codazzi  Mainardi.  Enunciar  el  teorema  de  Bonnet. 

(26)  Curvatura  geodesica. 

(27)  Formula  de  Liouville. 

(28)  Equacio  de  les  geodesiques.  Geodesiques  com  minimals  de  longitud. 

(29)  Angle  d’inclinacio. 

(30)  Teorema  del  defecte. 

(31)  Camps  vectorials  a  Шп.  Corbes  integrals. 

(32)  Aplicacions  multilineals  alternades. 

(33)  Formes  a  Шп. 

(34)  Diferencial  exterior. 

(35)  Forrnes  sobre  superffcies  (excloent  diferencial  exterior).  Elcment  d’area. 

(36)  Subvarietats. 
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(37)  Subvarietats  amb  vora. 

(38)  Integracio  de  formes. 

(39)  Teorema  del  canvi  de  variable. 

(40)  Teorema  de  Stokes.  Fćrmula  de  Green. 

(41)  Teorema  de  Gauss-Bonnet. 

(42)  Repere  mobilc. 

(43)  Teorema  de  Gauss-Bonnet  a  partir  del  metode  de  la  referencia  mobil. 

(44)  Integrals  de  camps  sobre  corbes  i  superffcies. 

(45)  Teoremes  de  la  divergencia  i  el  rotacional.  Enunciar  el  lema  de  Poincare. 
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Capitol  2 

Recordatori  d’alguns  resultats 
d’analisi 


Diferencial  d’una  aplicacio 

Definicio  2.0.1  Sigui 


f  :  — >  Mm 

х  ^  . .  fm(x)) 


una  aplicacio  diferenciable1 ,  i  sigui  P  G  Mn.  La  diferencial  de  f  en  P  es 
Vaplicacio  lineal  dfp  :  Mn  — )>  Mm  que  te  per  matriu  respecte  de  les  bases 
canoniques 


df\ 

дхЈ 


i  =  1, . . . ,  m 
j  =  1,  •  •  •  ,n 


( 

df 1 

df1 

df 1 

\ 

dxi 

дГ 

дхо 

др 

дхц 

др 

дх\ 

дх2 

дхп 

д  fm 

dfm 

dfm 

\ 

дх\ 

дх2 

дхп 

) 

^En  general,  quan  es  diu  diferenciable  s’hauria  d’especificar  si  ens  referim  a  funcions 
de  tipus  Ck,  C°°  o  Сш .  En  aquestes  notes  assumirem  que  diferenciable  vol  dir  C°° ,  la  qual 
cosa  vol  dir  que  tenim  derivades  parcials  de  tots  els  ordres. 
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on  totes  les  derivades  parcials  de  la  matriu 2  estan  valorades  en  P . 

Am,  si  v  =  (г>1, . . . ,  vn )  G  Mn,  el  vector  dfp(v)  es  cl  vector  que  te  respecte 
de  la  base  canonica  de  №m  les  components  de 


dfP(v) 


(  дЛ 

дх\ 

dfm 

V  dxi 


\ 

дхп 


/  (grad Р(Р),и)  \ 


dfm 

дхп  /  |P 


\vn  J 


\  (grad  fm(P),v)  ) 


Si  n  —  m  —  1  la  diferencial  en  el  punt  £  M  es  l’aplicacio  lineal  de 
dfto  :  №  — »  M  donada  per 


dft0(t)  =  f'(t0)t. 

Es  a  dir,  es  ГарНсаскЈ  lineal  que  consisteix  en  multiplicar  per  la  derivada  en 
cl  punt. 


Nota  2.0.2  Observem  que  donada  f  :  №n  — »  №m  diferenciable  podem  pen- 
sar  que  df  es  una  aplicacio  de  №n  a  les  aplicacions  lineals  de  №n  a  №m; 

df  :  №n  — >  £(№n,№m) 

que  associa  a  cada  punt  Vaplicacio  lineal  donada  per  la  matriu  jacobiana, 
valorada  en  aquest  punt. 

En  aquest  sentit  es  diu  que  df  es  una  1-forma  a  valors  vectorials  (vegeu 
la  nota  Ц.2.4). 


Regla  de  la  cadena 

Si  tenim  les  aplicacions  diferenciables 


2Aquesta  matriu  tambe  es  denota  a  vegades  com 


d(f\...jm) 
d{xi,  ...,xn)~ 
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i  P  G  №m,  llavors 

d(f  o  g)P  =  dfg(P)  o  dgP 

Recordem  que  a  la  composicio  de  funcions  correspon  el  prodncte  de  matrius, 
respecte  de  les  bases  canoniques  respectives. 

Per  exemple,3  si  prenem  m  =  r  =  2  i  n  =  3  i  denotem  (и,  v)  les  coorde- 
nades  cartesianes  dcl  prirner  №2,  (. x,y,z )  les  coordenades  cartesianes  de  №3  i 
(if,r))  les  coordenades  cartesianes  del  segon  №2,  tenirn 

g(u,v)  =  (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) 
f(x,y,z)  =  (i/>(x,y,z),ri(x,y,z)) 


La  versio  matricial  de  la  regla,  de  la  cadena  ens  diu  que 


дф 


дф  дф  дф 

дх  ду  dz 

ду  дг\  дг\ 

дх  ду  dz 


дх 

ди 

дц 


ди 


дх 

dv 

ау 


dv 


Р 


cosa  que  perrnet  calcular  de  cop  les  quatre  derivades  parcials  de  la  matriu  de 
l’esquerra  (de  la  funcio  composta  f  o  g)  en  funcio  de  lcs  derivades  parcials  de 
/  i  9 ■ 

Per  exemple 


дф(х(и,у),у(и,у),г(и,у)) 

ди  ј(«о,«о) 


In  short 


дф(х,у,г)  д  x(u,v) 

дх  |s(u0,vo)  ди  l(uo.t'o) 

д ф(х,у,г)  д у(и,  v) 

ду  \g(uo,vo)  ди  Kuo.uo) 

дф(х,у,г)  dz(u,v ) 

dz  |s(uo,vo)  ди  |(uoVo) 


дф  дф  дх  дф  дх  дф  дх 

ди  дх  ди  дх  ди  дх  ди 

Si  т  =  1,  g  :  №  — *  №"  i  es  costum  escriure  g(t)  =  (x\ (t), . . .  ,xn(t)). 
Si  m  =  r  =  1,  tenim 


3Segueixo  [10]. 
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i  ГарНсаст  /  o  д  es  una  aplicacio  de  R  a  M,  per  tant  la  seva  diferencial  es 
multiplicar  per  la  derivada,  i  aplicant  la  regla  de  la  cadena  tenim  la  igualtat 
matricial  segiient 


(  f  n  nV(f  i  —  (  Af.  AL  1L 

\J  9)  V  0/  QX1  QX1  •  •  ■  QXr 


9L 


sdo) 


/  \ 

I  dt  ' 

dx  2 
dt 


\  dxn  i 

\  dt  / 


ćo 


Es  a  dir,  tenirn  la  igualtat 


( f°g)'(t0 )  =  f{g{t))  =  ^-  f(x!  (t),...,xn(t)) 

at\t=t0  ut\t=t0 

ш  p.  r. 

=  H-^r(9(to))x'i(to) 

i=  1  1 

=  (grad /(<?(f0)),  </(čo)) 


Pero  segons  la  definicio  2.0.1, 

dfg(to)  (g'  (to))  =  (grad  f(g(t0)),v), 


per  tant 

dfg(t0)(g'(to))  =  f(g(t)) 

Si  /  :  Mn  — *  Mm  apliquem  aquesta  igualtat  a  cadascuna  de  les  compo- 
nents  de  /,  i  tenim  el  resultat  segiient: 


Proposicio  2.0.3  Sigui 

f  :  Шп  — >  Mm 

х  ^  (^(х),. . .  fm(x)) 

una  aplicacio  diferenciable,  i  sigui  P  G  Mn.  La  diferencial  de  f  en  P  es 
l’aplicacio  lineal  dfp  :  Mn  — >  Mm  donada  per 

dfp(v)  =  ^~  f(g(t)) 

at  |t=o 

on  g  :  M  — »  Mn  es  una  aplicacio  diferenciable  tal  que  g(to)  =  P  i  g'(t0)  =  v. 
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Es  a  clir, 


dfp  (v) 


((grad  f\P),v), 


dt\t=o  dt\t.=o 


,  (grad  fm(P),v)) 

ГШ))- 


Aquest  valor  no  depen  de  la  funcio  g  elegida,  amb  aquestes  condicions,  ja 
qne  per  a  cadascnna  de  les  components  fl  de  /  tenim 


4  ГШ))  =  (grad/l(P),u) 
dt  |/=o 

i  aquest  terme  de  la  dreta  no  depen  de  g(t). 


Teorema  de  la  funcio  inversa 

Teorema  2.0.4  Sigui  f  :  U  C  №n  — »  M"  diferenciable  i  P  E  U 
que  dfP  es  un  isomorfisme.  Llavors  f  es  un  difeomorfisme  local. 
existeixen  entorns  oberts  V  de  P  aU  i  W  de  f(P)  a  Mn  tals  que  f 
es  diferenciable,  bijectiva,  i  amb  inversa  diferenciable. 

A  mes  la  diferencial  de  /^1  en  un  punt  f(P)  es  la  inversa  de  la  diferencial 
de  /  en  P. 

Es  a  dir, 

dfj{p)  =  (dfP)~l. 

Teorema  de  la  funcio  implfcita 

Teorema  2.0.5  Sigui 

F  :  Mn  х  Mm  — >  Mm 

(x,y)  F(x,y) 

diferenciable.  Sigui  P  =  (xo,yo)  G  Mn  х  Mm  tal  que  F(xo,yo)  =  0  i  suposem 

dFr\ 

дУј  )  p 


.  Suposem 
Es  a  dir, 
:V  — »  W 


det 


~f~  o* 
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Llavors  en  un  entorn  obert  de  P  podem  posar  у  en  funcio  de  х,  у  =  y(x), 
de  tal  manera  que  F(x,y(x))  =  O.4  Mes  concretament,  existeix  un  entorn 
obert  U  de  x0  a  Шп  i  un  entorn  obert  V  de  y0  a  №m  i  una  unica  aplicacio 
diferenciable  f  :  U  — *  V  tal  que  F(x,  f(x))  =  0.  A  mes  si  х  G  U  i  у  G  V 
compleixen  F(x,y)  =  0,  llavors  у  =  f(x). 

Es  un  corol  lari  del  teorema  de  la  funcio  inversa,  aplicat  a  la  funcio  (х,  F(x,  у)) 

Teorema  d’existencia  i  unicitat  de  solucions  d’una  edo, 
i  dependencia  diferenciable  d’aquestes  respecte  de  les 
condicions  inicials. 

Teorema  2.0.6  Donat  el  sistema  d’e^uacions  diferencials  ordinaries 

^  =  F-(/‘W,  *  =  1,...,« 

оп  les  Fl  :  U  C  №n  — >  №  son  funcions  conegudes  definides  sobre  un  obert 
U  de  №n  i  les  f  :  №  — >  №  son  funcions  a  determinar,  i  donat  x0  G  U , 
existeixen  un  entorn  obert  de  x0,  W  C  U ,  e  >  0,  i  funcions  diferenciables 

f  :  (~€,e)  х  W  — >  № 


tals  que 


д  f(t,x) 
dt 


=  Fl(f  (t,x),...,  fn(t,  х)),  i  =  1, . . .  ,n 


f(0,x)  =  х^. 

Les  f(t,x)  son  uniques  amb  aquestes  condicions. 

Es  pot  adaptar  facilmcnt  a  equacions  de  segon  ordre. 


Teorema  2.0.7  Donat  el  sistema  d’equacions  diferencials  ordinaries 


d2f 

dt2 


Fffft), ...,  fn(t),  (f)'(t), ...,  (fn)'(t)), 


i  =  1, . . .  ,n 


4La  funcio  у  =  y(x)  no  es  coneix  en  general  explicitament,  регб  el  teorema  diu  que  do- 
nada  х  lii  ha  una  unica  у  tal  que  F(x,  у)  =  0,  aixi  que  у  cjueda  determinada  imphcitament 
per  х. 
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on  les  Fl  :  U  х  V  C  №n  х  — *  M  son  funcions  conegudes  definides  sobre 
un  obert  U  xV  de  M2n  i  les  fl  :  M  — »  M  son  funcions  а  determinar,  i  donat 
(х0,Уо)  £  U  х  V,  existeixen  un  entorn  obert  de  (x0,y0),  W<zUxV,e>0, 
i  funcions  diferenciables 


f  :(-e,€)  xW 


tals  que 

д  ^  gp' ’ ^  x,y),...,  fn(t,  х,  у),  (f)'(t,  x,y),...,  (fn)'(t,  X,  у)), 

i  =  1,.. .  ,n,  i 

fl(0,x,y)  =  xt. 


fo,x,y)  =  v,. 

Les  fl(t,x,y)  son  uniques  amb  aquestes  condicions. 


Teorema  del  canvi  de  variable  per  a  integrals  simples 

Sigui  ip  :  [c,  d ]  — >  [a,  b]  un  difeomorfisme  entre  tancats  de  M  i  sigui  /  : 
[a,  b]  — >  M  una  aplicacio  continua.  Si  ip  es  creixent  tenim  cp(c)  =  a,  <p(d)  =  b 
i  si  es  decreixent  <p(c)  =  b,  <p(d)  =  a.  En  el  prirner  cas  tenirn 


f(<p(x))<p'(x)dx, 


i  en  el  segon 

rb 


f(y)dy  =  J  f(<p(x))<p'(x)dx  =  -  J  f(<p(x))<p'(x)dx. 


Per  evitar  aqnesta  doble  sitnacio  escrivim 


I  f(y)dy  =  /  f(<p(x))\<p'(x)\dx. 

[a,b]  J  [c,d] 
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Teorema  del  canvi  de  variable  per  a  integrals  dobles 

Sigui  p  :  U  — >  V  un  difeomorfisme5  entre  oberts  de  №2  que  denotarem  per 


X  =  ipl{u,v) 
у  =  (f2(u,v) 


i  sigui  R 

Llavors 


C  U  un  domini.  Sigui  /  : 


/  f(x,y)dxdy=  /  (/ 

hp(R)  JR 


V  — >  №  una  aplicacio  diferenciable. 
o  (p){u,v)  ■  \Jp{u,v)  \  dudv 


on 


J<p(u,  v)  = 


д<р 1 

др2 

ди 

ди 

др 1 

др2 

dv 

dv 

La  versio  general  (vegeu  per  exemple  [32])  es  la 


seguent: 


Teorema  2.0.8  Sigui  A  C  №n  un  conjunt  obert  i  sigui  g  :  A  — >  №n  una 
funcio  injectiva  i  diferenciable  amb  derivada  continua,  tal  que  det^7(x)  ^ 
0,  Vx  G  A.  Si  f  :  g(A)  — »  №  es  integrable,  llavors 


[  f  =  [  (f  °  д)  \  det  g'\. 

J  g(A)  J  A 

Quan  diem  integrable  ens  referim  a  integrablc  Riemann  i  cl  resultat  que 
utilitzarem  es  que  una  funcio  contmua  sobre  un  rectangle  tancat  de  №n  es 
integrable  (i  la  integral  de  Lebesgne  coincideix  amb  la  integral  de  Riemann). 


2.1  Teorema  d’estructura  de  les  immersions 
locals 

En  el  teorema  seguent  veurem  com  les  immersions  son  localment  injeccions 
(llevat  de  difeomorfismes) . 

5Nomes  necessitem  injectiva  amb  derivades  parcials  continues  i  jacobia  no  nul  a  tot 
arreu  excepte  potser  sobre  un  conjunt  de  mesura  zero. 
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Teorema  2.1.1  Sigui  F  :  U  C  Шк  — *  amb  U  obert  i  k  <  n,  una 

aplicacio  diferenciable  i  suposem  que  en  un  punt  P  e  U ,  dFp  es  injecti- 
va6.  Llavors  existeix  un  entorn  obert  V  de  F(P)  a  №n  i  un  difeomorfisme 
h  :  V  — >  h(V),  amb  h(V)  obert  de  M”,  tal  que 

h(F(x i, . .  ,,.r/,))  =  (xi, . . .  ,xk,Q,  •••  ,0), 

sempre  que  (x\, . . .  ,x^)  G  U  П  Р_1(Р).  Л  mes, 

Л(У  П  F(f/))  =  Л(У)  П  (Mfc  х  {0}). 

Demostracio.  Podem  suposar,  canviant  si  cal  el  nom  de  les  coordenades,  que 

(-Р)^П,  i,i  =  l,...,k. 

Definim  g  :  U  х  Шп~к  — >  Mn  per 

5-(ж)  =  F(x  i, . . . ,  Жјк)  +  (0, . . . ,  0,  xk+i,  ...,xn). 

Com 


tenim  que  detdg^o)  =  det (ff-)ij(-P)  0,  i  per  tant,  (7  es  un  difeomorfisme 

local. 

Es  a  dir,  existeix  un  entorn  obert  W  de  (P,  0)  en  U  х  Ш.п~к  tal  que 
V  =  g(W)  es  obert  de  №”  i  g  :  W  — >  V  es  un  difeomorfisme. 

Llavors  h  =  g~l  :  V  — >  W  es  el  difeomorfisme  buscat  ja  que 

g(x  1, . . .  ,Xfc,0, . . .  ,0)  =  F(x i, . . .  ,xk), 

6Equivalentment,  la  matriu  (§~)ij  te  rang  k. 
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i  per  tant, 

h(F(x i, . . . ,  xk))  =  (xif , . . ,  xk,  0, . . . ,  0)  (2.1) 

com  voli'em. 

Aixo  demostra  tarnbe  que 

h(V  П  F(U))  C  h(V)  П  (Шк  х  {0}). 

Per  veure  la  inclusio  contraria7  observem  que  W  C  U  х  Rn~k.  Aixi  si 
h(y)  e  h(V)  П  (Mn  х  {0})),  es  a  dir, 

h(y)  =  (a,  0),  a  ЕШк,  0  еШп~к,у  EV 

ha  de  ser  a  e  U,  ja  que  h(y)  e  W,  i,  aplicant  д  a  l’anterior  igualtat  tenim 
у  =  д(а,  0)  =  F(a)  i  per  tant  h(y)  e  h(V  П  F(U ))  com  voliem.  Per  tant, 

h(VDF(U))  =  h(V)  П  (Шк  х  {0}).  □ 

Observem  que  hcm  demostrat  que 

F  =  h o  i 

on  i(x i, . . . ,  xk)  =  (x\, . . . ,  xk,  0, . . . ,  0).  Tota  immersio  es  localment  un  dife- 
omorfisme  precedit  d  ’una  injeccio.  En  particular  es  localment  injectiva. 

Les  immersions  locals,  com  son  localment  bijectives,  tenen  inversa  local. 
Aquesta  inversa  no  esta  definida  en  un  obert  de  Mn  i,  per  tant,  no  te  sentit  dir 
que  es  diferenciable.  No  obstant,  podrem  funcionar  sempre  “quasi  be”  com 
si  ho  fos,  ja  que  aquesta  inversa  es  la  restriccio  d’una  aplicacio  diferenciablc 
definida,  aquesta  sf,  en  un  obert  de  Mn. 


7Aixo  no  seria  cert  per  a  un  difeomorfisme  h  arbitrari  que  compleixi  (2.1).  Pero  h  no 
es  arbitrari  sino  que  es  l’invers  de  д\ 


Geometria  Diferencial  Classica 


23 


k  —  l,n  =  2 


F  1/ 


Corol-lari  2.1.2  »Sigm  F  :  U  C  №fc  — »  M"  ипа  immersio  en  un  punt  P  e  U . 
Llavors  existeix  un  entorn  obert  V  de  F(P )  a  №n  г  una  aplicacio  diferenciable 
g  :  V  — >  U  tal  que  g(V)  es  obert  deU  i  tal  que,  sobre  V  П  F(U ),  g  =  Fl. 

Demostracio.  Consequencia  clirecta  del  teorema  d’estructura  de  les  immer- 
sions  locals.  En  efecte,  per  ser  dFp  injectiva  existeix  un  entorn  obert  V  de 
F(P)  a  M"  i  un  difeomorfisme  /г  :  V  — >  h(V)  tal  que 

h(F(x i, . .  •  ,xk))  =  (xu  . . .  ,xk,0, . . .  ,0). 

Prenem  g  =  тт  o  h  on  тт(х\, . . . ,  xn)  =  (xi, . . . ,  Хк)-  Llavors 

goF  =  nohoF  =  id 

sobre  F~l(V)  (conjunt  antiimatge).  Aixo  implica  que  F  es  injectiva  sobre 
F~l(V)  i  per  tant  F  :  F~^(V)  — >  F(F_1(E))  es  bijectiva.  Notem  que 
F(F~l(V))  =  V  П  F(U). 

Llavors  es  clar  que  sobre  V  П  F(U),  g  =  F-1  com  es  veu  aplicant  els  dos 
membres  d’aquesta  igualtat  a  un  punt  arbitrari  F(z)  G  V  П  F(U).  □ 
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Exemple  2.1.3  Sigui  U  =  (0,  2тт)  х  №  obert  de  №2  i  sigui  <p  :  U  — »  №3 
donada  per  <p(u ,  v )  =  (cosu,  sinu,  v).  Anem  a  construir  cl  difeomorfisme  que 
‘axafa’  el  cilindre.  Snposem  P  =  (7г/2, 1).  Llavors 

/-f  °\ 
dp>p  =  0  0  I 

V  o  I) 

podem  definir 

д(и,  v,  w)  =  (cos  u,w  +  sin  u,  v) 

(no  podern  sumar  w  a  la  tercera  component  perqne  el  menor  2x2  diferent 
de  zero  esta  forrnat  per  la  primera  i  tercera  component  de  <p)  de  manera  qne 

-1  0  0  \ 

0  0  1 
0  10/ 

Com  cl  determinant  d’aqnesta  matriu  es  diferent  de  zero,  д  es  localment 
invertible.  De  fet,  resolent  el  sistema 

X  =  cos  u 
у  =  w  +  sin  u 

Z  =  V 


obtenim 


u  =  arccos  х 
V  =  z 

w  =  у  —  Vl  —  х2 

Equivalentment , 

h(x,  у,  z)  =  (arccos  x,z,y  —  Vl  —  х2) 
i  qneda  clar  qne  h(<p(u,v))  =  (u,v,  0). 

2.2  Teorema  d’estructura  de  les  submersions 
locals 

En  el  teorema  segiient  venrem  com  les  snbmersions  son  localment  projeccions 
(llevat  de  difeomorfismes) . 
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Teorema  2.2.1  Sigui  F  :  U  C  Шп  — >  Шт,  amb  U  obert  i  n  >  m,  una 
aplicacio  diferenciable  i  suposem  que  en  un  punt  P  G  U ,  dFp  es  exhaustiva8 . 
Llavors  existeix  un  obert  V  de  №n  i  un  difeomorfisme  h  :  V  — »  h(V),  amb 
h(V)  obert  de  U,  i  P  E  h(V),  tal  que 

F(h(x i, . . . ,  xn))  =  (xi4 . . . ,  xm) 


Demostracio.  Podem  suposar,  potser  canviant  el  nom  de  les  coordenades, 
que 


Definim  g  :  U  СГ 


dFl\ 

дхј  )  i,j 

Mn  per 


(P)  +  0, 


m. 


g(x)  =  (F(x),xm+ 1, . . .  ,xn). 


Com 


dgP 


'  8Ff_ 

dF 1 

dF 1 

dF 1  ' 

dxi 

дхт 

дХт-\- 1 

дхп 

dFm 

dFm 

dFm 

dFm 

дх\ 

дхт 

дХт+1 

дхп 

0 

...  0 

1 

...  0 

0 

...  0 

0 

...  1 

tenim  que  det  d.gP  =  det(|^)4j(P)  ф  0,  i  per  tant,  g  es  un  difeomorfisme 

local.  Es  a  dir,  existeix  un  entorn  obert  W  de  P  en  U  tal  que  V  =  g(W)  es 
obert  i  g  :  W  — >  V  es  un  difeomorfisme. 


8Equivalentment,  la  matriu  (§~)»j  te  rang  m. 
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Llavors  h  =  д  1  :  V  — >  h(V)  es  el  clifeomorfisme  buscat  ja  que 

F(h(x  i, . . . ,  xn))  =  (aq,  ...,xm)  (2.2) 

com  volfem,  ja  que 

х  =  g(h(x))  =  (F(h(x)),  *,...,*)■ 

on  els  asteriscs  son  les  n  —  m  ultimes  components  de  h(x)  que  no  juguen 
cap  paper,  ja  que  obtenim  (2.2)  igualant  les  m  primeres  components  dels  dos 
termes  d’aquesta  igualtat.  □ 

Observem  que  hem  demostrat  que 

F  =  7Г  o  /г-1 

on  n(xi, . . .  ,xn)  =  (xi, . . .  ,xm).  Tota  submersić  es  localment  un  difeomor- 
fisme  seguit  d  'una  projeccio. 

Exemple  2.2.2  Considerem  /  :  M3  — >  M  donada  per  f(x,  у,  z)  =  х2  +  у2  + 
z2.  Com  V/  =  (2x,2y,2z),  f  es  submersio  en  tot  punt  diferent  de  (0,0,0). 
Anem  a  construir  el  difeomorfisme  que  ‘axafa’  l’esfera.  Definim 

g  :  M3  \  {(0,  0)}  >  M3 


per 

g(x,y,z)  =  (х2  +  y2  +  z2,y,z). 

Si  la  primera  coordenada  de  P  es  diferent  de  0,  dgp  es  isomorfisme.9  Llavors 
h  =  g~l  es 

h(u,v,w)  =  (Vu  —  v2  —  w2,  v,  w). 

I,  clarament, 

f(h(u,v,w ))  =  f(Vu  —  v2  —  w2,  v,  w)  =  u. 


9Si  fos  la  segona  component  de  P  la  que  fos  diferent  de  zero  hauriem  d’agafar 

g{x,  у,  z)  =  (х,  х2  +  у2  +  z2,  z). 

A  aixo  ens  referi'em  cpian  deiem  “canviant  si  cal  el  nom  de  les  coordenades”  en  la  demos- 
tracio  del  teorema. 
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Taula  resum 


T.F.Inversa 

T.  Estruc.Immersions 

T.  Estruc.  Submersions 

F  :Шп  — »  Шп 

F  :  Шк  — »  Mn,  k  <  n 

F  :  Шп  — »  Mm,  n  >  m 

d.Fp  isomorfisme 

dFp  injectiva 

dFp  exhaustiva 

F  loc.  bijectiva 

F  loc.  injectiva 

F  loc.  exhaustiva 

difeo 

F  =  g  o  г,  g  difeo 

F  =  тт  o  gt  g  difeo 
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text  podeu  consultar  tambe  [7],  [31], [18],  [20],  [33],...(vegeu  la  Bibliografia  a 
la  pagina  467). 
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Capitol  3 
Corbes 


3.1  Definicions 


Definicio  3.1.1  Sigui  /  С1ш  interval  obert  de  №.  Una  corba  parametrit- 
zada,  o  simplement  una  corba,  es  una  aplicacio  7  :  /  — »  №37  diferenciable 
de  classe  C°° . 


El  conjunt  7 (/)  C  №3  es  diu  traga  de  7.  El  vector  7 '(t) 


dlit) 

dt 


de  №3 


es  diu  vector  tangent  a  la  corba  en  el  punt  7 (t).  Si  7  ’(t)  ф  0,  Vt  G  I,  es  diu 
que  7  es  una  corba  regular. 


La  recta  tangent  a  una  corba  regular  7  en  el  punt  7 (t)  es  la  recta  que 
passa  per  aquest  punt  amb  vector  director  7 '(/).  Es  pot  escriure,  doncs,  com 


г(и)  =  7(t)  +  u"f'(t),  u  e  №. 


Com 


7;(t)  =  lim 
л-5.0 


7(t  +  /г)  -  7(t) 
h 


=  lim 

/1-5.0 


7(t)7(t  +  h 

h 


i  cl  numerador  es  el  vector  director  de  la  recta  secant  que  passa  per  q(t)  i 
7 (t  +  h)  podem  dir  que  a  recta  tangent  es  la  recta  que  s’obte  com  la  posicio 
Umit  de  les  rectes  secants. 

N0  s’ha  de  confondre  corba  parametritzada ,  que  es  una  aplicacio,  amb  la 
traga  que  es  un  conjunt.  N0  obstant,  per  abus  de  llcnguatge,  sovint  es  parla 
dels  punts  de  la  corba  7  per  indicar  els  punts  de  la  traga  de  7. 

Per  exemple,  donar  dues  o  tres  voltes  a  una  circumfcrencia,  son  corbes 
parametritzades  diferents,  pero  la  traga  es  la  mateixa:  la  circumferencia. 
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Aquestes  corbes  es  poden  escriure,  per  exemple,  com 

71  :  (0,  2тг)  — >  M3  72  :  (0,  2тг)  — >  M3 

t  н->  (cos  2t,  sin  2t,  0)  t  i — >  (cos  3t,  sin3t,  0) 

Observem  que  el  punt  (1,  0, 0)  te  nornes  una  antiimatge  per  71  i  dues  per 
7(2).  Analogament,  l’aplicacio 

7 (t)  =  (cost,  sint,  0),  t  G  (0,  27г) 

no  recobreix  tot  S1.  Si  volem  que  S 1  sigui  la  traga  d’una  corba,  segons  la 
defmicio  3.1.1,  podem  considerar  la  aplicacio  q(t)  anterior  pero  liern  de  fer 
variar  t  G  (0,  27г  +  e). 

3.2  Longitud 

Abans  d’introduir  el  concepte  de  longitud  d’una  corba  recordem  que  si 
/  :  [a,  b]  — >  M  es  una  aplicacio  contfnua  llavors 

pb  7  n  7 

/  f(x)dx=  lim  - -  V  f(a  +  k - -). 

L  n- >00  n  '  n 

Ja  k= 1 

La  integral  es  defineix  fent  servir  particions  arbitraries  de  [a,  b]  регб  per  a 
funcions  que  ja  sabem  que  son  integrables  Riemann,  com  ara  les  continues, 
podem  considerar  (per  comoditat)  nornes  particions  formades  per  subinter- 
vals  de  la  mateixa  longitud. 


10Dibuix  de  Rosa  Rodrfguez  per  a  un  treball  de  Julia  Cuff. 
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Amb  aquesta  motivacio  donem  la  definicio  segiient. 

Defmicio  3.2.1  Sigui  [ a,b ]  C  I  i  sigui  7  :  /  — >  M3  una  corba  parametrit- 
zada.  La  longitud  de  7  entre  a  i  b  es  defineix  com 


La( 7)  =  lim  11/(4  -7(4-i))||, 

Г). — ‘ 


fc=l 


on 


tk  =  a  +  k 


b  —  a 


n 


Ara  veurem  que  aquest  limit  existeix  i  que  es  calcula  fent  una  integral. 

Proposicio  3.2.2  Sigui  7  :  /  — *  M3  una  corba  parametritzada  i  sigui 
[o,  b]  C  I.  La  longitud  de  7  entre  a  i  b  esta  donada  per 


Lba(  7)=  /  \W(t)\\dt. 

J  a 

Demostracio.  Posem  /(f)  =  (x(t),y(t),  z(t))  i  considerem  els  punts  tk  = 
a  +  /с  — ,  k  =  1, . . . ,  n.  Aplicant  el  teorema  del  valor  mitja  a  x(t),y(t),  z(t) 
tenim 

11/(4)  -  7(tfc_i) ||  =  л/ (x(tk)  -  x(tk- 1))2  +  (y(tk)  ~  y(tk- 1))2  +  (z(tk)  -  z(tk- 1))2 

6_аС'(&)2  +  (г/'(чП2  +  г'(л)2) 


П 


amb  £k,Vki  Pk  G  [4-i,4]- 
Aixi 


b  —  a 


LbM  =  lim^ - :С'(&)2  +  (г/'(ч<=)2  +  г'(л)2) 

ГЈ. — Voo  *  П 


n— >00  *  77, 

к=1 


b  —  а 


lim  V/ - :vV(4)2  +  (7(4)2  +  A(4)2) 

—  n-Vnn  '  71 


п — ^oo  z '  77 

/с=1 


||7/(t)||dt. 


La  ignaltat  (*)  s’ha  de  justificar  ja  que  tant  £k,Vk,Pk  com  tk  depenen  de 
n.  Pero  la  funcio  de  tres  variables 


}(£,њр)  =  л/ x'(02  +  y'(v)2  +  z'(p)2 
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definida  a  [a,  b ]3  es  contfnua,  i  per  ser  [a,  6]3  compacte,  uniformement  continua. 
Aixo  vol  dir  que  donat  e  >  0,  existeix  б  >  0,  tal  que  si  p,  q  G  [a,  b ]3  son  tals 
que  \\p  -  q\\  <  б  llavors 


\т-т\<г^~ 

b  —  a 


I  el  que  volern  veure  es  que 


lim  > 

п — ^OO  '  J 

k= 1 


~ — -(f(Pk )  -  /(®fe)  =  o, 


amb  Vki  pk)  1  Qk  ( ^к^к^к )• 

Prenent  n  suficientment  gran  com  perque 

—љ<б 

n 


tenim  que 


Ibfc  -  9Jfe|| 


•\/ (6  -  4)2  +  (Vk  -  4)2  +  (Pfc  -  4)2  < 


<5, 


i  per  tant,  per  la  continui'tat  uniforme, 

I  f(Pk)  ~  f(Qk)  I  < 

b  —  a 


Aixi 


5Z^^(/bfc)  -/(?fc)) 


fc=l 


fc=l 


n 


(/(Pfc)  -  f(Qk))\  <  e-  □ 


Pel  comentari  que  hem  fet  sobre  la  definicio  d’integral  per  a  funcions  contfnues, 
si  en  lloc  d’aproximar  la  corba  per  poligonals  construides  a  partir  de  divisons 
uniformes  de  [a,  b]  l’aproximem  per  poligonals  arbitraries,  cl  resultat  sera  el 
mateix  de  manera  que  podem  dir  que  la  longitud  d’una  corba  es  el  Umit  de 
les  longituds  de  les  poligonals  que  l’aproximen. 


Exemple  3.2.3  Trobeu  la  longitud  d’una  volta  d'heliz. 
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Solucić.  L’helix  d’amplada  а  i  pas  de  rosca  b  es  la  corba 

7 (t)  =  (acost,  asint,  bt). 

Ens  demanen  la  longitud  d’aquesta  corba  entre  7(0)  i  7(2-71).  Com  r/(t)  = 
(— a  sin  t,  a  cos  t,  b )  tenim  que 

p2n  р2тг 

Lon(l)=  /  \h'(t)\\dt  =  /  V  a2  +  b2dt  =  2nV  a2  +  b2.  □ 

J  0  J  0 

3.3  Canvi  de  parametre 

Defmicio  3.3.1  Siguin  I,  J  CK  intervals  oberts  deR  i  siguin  7  :  /  — »  M3 
i  7  :  J  — *  M3  dues  corbes  parametritzades. 

Direm  que  7  es  una  reparametritzacio  de  7  si  existeix  un  difeomorfisme 
h  :  J  — >■  /  tal  que 

7  =  70/1. 

Tindrem  doncs,  el  diagrama  commutatiu 


Es  diu  que  h  es  un  canvi  de  parametres.  Evidentment,  canviant  h  per 
/г-1,  si  7  es  una  reparametritzacio  de  7,  7  es  una  reparametritzacio  de  7. 

Si  denotem  per  s  un  punt  arbitrari  de  J  i  per  t  un  punt  arbitrari  de  /  es 
habitual  escriure  h  com 

t  =  h(s), 

o,  per  simplificar, 

t  =  t(s). 

Llavors  7 (s)  =  7 (h(s))  =  7 (t),  expressio  que  posa  de  manifest  que  tenirn 
dues  corbes  amb  la  mateixa  traga,  una  parametritzada  per  t  i  l’altra  per  s. 

A  la  practica,  doncs,  si  tenim  una  corba  q(t),  fer  un  canvi  de  parametre 
vol  dir  canviar  t  per  una  funcio  t(s),  que  ha  de  ser  un  difeomorfisme,  de 
manera  que  tindrem  una  nova  corba  7(5)  =  7 (t(s))  amb  la  mateixa  traga 
que  7  (t)- 
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Exemple  3.3.2  Sigui  7  :  [0,  2ir]  — »  M2  la  corba  de  №2  donada  per 

7 (t)  =  (Rcost,  Rsint). 


La  podem  reparametritzar  introduint  l’aplicacio  h  :  [0,  2itR]  — »  [0,  27r]  dona- 
da  per  h(s )  =  s/R,  que  es  un  difeomorfisme.  Llavors  la  corba  7  :  [0,  2itR]  — » 
№2  donada  per 

7  =  70/1, 


o  eqnivalentment, 

s  s 

7(s)  =  (Rcos-,Rsin~) 

es  una  reparametritzacio  de  7. 

Denotant  t  =  h(s)  =  t(s)  =  s/R  tenim 


7(«)  =  7{t)- 


Observem  que  t  representa  un  angle  i  s  nna  longitud. 


Canvi  de  parametre 

Exemple  3.3.3  (Canvi  de  sentit)  Donada  una  corba  7  :  [a,  b]  — »  №3 

podern  reparametritzar-la  de  manera  que  en  lloc  d’anar  de  7(0)  a  7 (b)  anem 
de  7 (b)  a  7(0).  Nornes  hem  de  definir  h  :  [a,  b]  — >  [a,  b]  per 

h(s)  =  —  s  +  a  +  b 

i  considerar  7  =  7  o  h  es  a  dir,  7 (s)  =  7 (t),  amb  t  =  —  s  +  a  +  b. 
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3.4  Parametre  arc 

Parametritzar  una  corba  per  l’arc  vol  dir  assignar  a  cada  punt  de  la  corba  la 
longitud  de  la  corba  entre  aquest  punt  i  un  punt  donat  de  la  corba. 

Defmicio  3.4.1  Direm  que  ипа  corba  7  :  I  — »  M3  esta  parametritzada  per 
Гагс  quan 

НтЧ^Н  =  i,  vte/. 

Si  fixem  ara  un  punt  a  €  /  i  volem  calcular  la  longitud  de  la  corba  entre 
el  punt  de  parametre  a  i  el  punt  de  parametre  b  nomes  hem  de  calcular  la 
integral  de  la  norma  del  vector  tangent,  i  per  tant 

La{l)  =  I  h\t)\\dt  =  b- a. 

J  a 


Es  a  dir,  que  per  saber  la  longitud  d’una  corba  parametritzada  per  Гагс 
entre  dos  dels  seus  punts  nomes  hem  de  restar  les  coordenades  d’aquests 
punts. 

Canvi  de  parametre  arc 

Fixat  un  punt  7 (a)  d’una  corba  7 (t)  parametritzada  per  Гагс,  podem  fer  el 
canvi  de  variable  t  =  t(s)  =  h(s)  =  s+a,  de  тапега  que  7(5)  =  7 (t(s))  es  una 
reparametritzacio  de  7  tal  que  7(0)  =  7(0).  Е1  punt  que  tenia  coordenada  a 
ara  te  coordenada  0  i  es  doncs  l’origen  a  partir  dcl  qual  es  mesura  la  longitud 
de  la  corba. 

Amb  aquesta  parametritzacio  el  punt  7(5)  esta  a  distancia  s  de  7(0)  ja 

que 


rs  rs  dt 

Ls0(l)  =  Jo  Ms)\\d8  =  JQ  h'(t(s))--\\ds 

rs  dt  fs 

=  Jo  h'(t(s))h\-\ds  =  J^  ||У(ф))||Љ  =  в. 

Es  evident  que  aquest  calcul  val  exactament  igual  si  en  lloc  de  fer  el  canvi 
de  variable  t  =  s  +  a  fem  qualsevol  canvi  de  variable  del  tipus 


t  =  ±s  +  c, 
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amb  c  constant.  Com  qne  el  parametre  arc  mesnra  la  longitnd  de  la  corba 
a  partir  d’un  punt  aquest  canvi  correspon  a  comengar  a  comptar  les  longi- 
tuds  a  partir  d’un  o  altre  pnnt  (nomes  hanrem  de  sumar  una  constant  a  les 
longituds)  i  a  recorrer  la  corba  en  sentit  ignal  o  contrari  (canviarem  de  signe 
cl  parametre).  No  podem  trobar  altres  canvis  entre  parametres  arc  mes  qne 
aqnests  qne  hcm  comentat,  com  diu  la  proposicio  segiient. 

Proposicio  3.4.2  Si  s  i  t  son  parametres  arc  de  7  :  /  — *  №3  llavors 

s  =  ±t  +  c, 


on  c  es  una  constant. 

Demostracić.  Precisem  l’enunciat.  Denotem  per  t  la  coordenada  dels  punts 
de  /,  de  manera  que  la  traga  de  7  son  cls  punts  j(t),  i  suposem 

II  d'jjt)  =  ^ 

dt 

Suposem  h  :  J  — >  /  difeomorfisme.  Denotem  per  s  la  coordenada  dels  punts 
de  J ,  de  manera  que  aquest  difeomorfisme  d’escriu 

t  =  h(s)  =  t(s). 


Suposem  que  la  corba  7(5)  =  7 (h(s)),  reparametritzacio  de  7,  esta  tambe 
parametritzada  per  l’arc,  es  a  dir, 


l#y(g) 

ds 


=  1. 


Aplicant  la  regla  de  la  cadena  tenim, 


1  = 


/7(5),.  ,Mt(s)) 


ds 


ds 


1 1  /7  /  /  \  \  df  11  1 1  /7  /  /  \  \  1 1  1  Zf  1 


Aixo  vol  dir  que  la  derivada  de  t  respecte  de  s  es  ±1  i  per  tant  t 


□  . 


dt 

ds 

±s  +  c, 


Intu’itivament  es  clar  que  si  coneixem  cl  parametre  d’un  punt  d’una  cor- 
ba  coneixem  la  longitud  de  la  corba  entre  aquest  punt  i  un  punt  donat,  i 
recfprocament  si  coneixem  aquesta  longitud  coneixem  cl  parametre.  Concre- 
tament  tenim  el  resultat  segiient. 
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Proposicio  3.4.3  Tota  corba  regular  es  pot  reparametritzar  per  l’arc. 

Demostracio.  Donada  7  :  /  — *  №3  definim  Г  aplicacio  longitud,  des  de  a  e  /, 
L  :  I  — >  №,  per 

ад=  Гцу(/)|м/. 

J  a 

Amb  la  notacio  de  la  seccio  anterior  tenirn,  doncs,  L(t)  =  L\( 7). 

Observem  qne  L'{t)  =  ||7/(t)  ||  >  0,  Vt  G  /,  de  manera  qne  L  :  /  — >■  №  es 
una  aplicacio  diferenciable  creixent.  Aquf  es  011  hem  utilitzat  la  hipotesi  de 
regularitat.  Aixo  vol  dir  que  l’aplicacio 

L  :  I  — >  L(I) 

es  bijectiva.  Denotem  J  =  L(I),  que  es  tambe  un  interval  obert  de  №.  Pel 
teorema  de  la  funcio  inversa,  aquesta  aplicacio  te  una  inversa 


L~l  :  J  — >  I 

S4  t 

que  es  tambe  diferenciable.  Aquesta  aplicacio  es  el  canvi  de  coordenades 
buscat.  En  efecte,  denotem-la,  com  es  habitual,  per  t  =  t(s)  =  L_1(s). 
Recordem  que,  pel  teorema  de  la  funcio  inversa, 


d.t 

ds 


(so) 


dL 


-1 


ds 


'(so) 


1 


dL 

dt 


(to) 


amb  fo  =  t(so).  Observem  que  f(0)  =  L_1(0)  =  a,  es  a  dir,  el  punt  que  tenia 
coordenada  a  ara  te  coordenada  0. 

La  corba  7  :  J  — »  №3  donada  per  7(5)  =  7(t(<s))  es  una  reparametritzacio 
de  7  per  Гагс.  En  efecte, 


llfMII  =  ||^М||  =  ||М№»||  =  ||^(ф)).Д| 


ds 

7 

dt 


.  1  d  7  /  /  \ ,  1 1  1  dt .  dL  /  /  , , 

=  ii-Am)im>  =  =(»)■ 


љ 


dt 


dL  .  .  . . 

лш) 


=  1.  □ 


Observem  que  si,  a  l’anterior  demostracio,  en  lloc  de  considerar  la  funcio 
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haguessim  considerat 


L(t)  =  ±  /  \\^' (t)\\dt  +  c 


tots  cls  arguments  valen  igualment,  d’acord  amb  la  Proposicio  3.4.2. 

En  particular,  el  que  sempre  es  cert  es  que  si  s  es  un  parametre  arc  per 
a  q(t)  llavors 


ds 

dt 


IIY(*)II- 


La  longitud  no  depen  de  la  parametritzacio. 

Cal  veure  que  que  la  definicio  que  hem  donat  de  longitud  d’una  corba  entre 
dos  dels  seus  punts,  tot  i  que  ho  hem  fet  utilitzant  la  seva  parametritzacio, 
no  depen  en  realitat  d’aquesta  parametritzacio.  Farem  exactament  el  mateix 
argument  que  a  l’exemple  3.3.3. 

Aixo  vol  dir  que  si  volem  calcular  la  longitud  d’una  corba  7  :  [a,  b]  — >  M3 
entre  els  punts  7 (a)  i  7(6)  podem  fer  1а  integral 

Lba(  7)=  fh\t)\\dt 

J  a 

o  be,  considerar  qualsevol  reparametritzacio 


7  =  70  ip 


on  h  :  [c,  d]  — >  [a,  b]  es  un  difeomorfisme,  i  calcular  la  longitud  d’aques- 
ta  reparametritzacio  entre  els  punts  corresponents.  Observem  que  q(c)  = 
7 (fi(c))  =  7(0)  i  7 (d)  =  7 (h(d))  =  7 (b)  si  h  es  creixent  o  7 (c)  =  7 (/г(с))  = 
7 (6)  i  7 (d)  =  ^(h^d))  =  7 (a)  si  h  es  decreixent. 

En  qualsevol  cas,  la  longitud  de  7  entre  7(0)  i  7 (d) 

rž(7)  =  јГцУМЦљ, 


Pel  teorema  del  canvi  de  variable, 
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Lc(7)  =  Jc  W(s)\\ds=  J^  ll(70^),(s)||ds 

=  Jc  h'(4s))-h\s)\\ds=  J  ||У(/г-(«))||  •  \ti(s)\ds 
=  f b\wmdt  =  Lba (7) 

J  a 

3.5  Definicio  de  pla  osculador,  pla  normal  i 
pla  rectificant 

Sigui  7  :  /  — »  M3  una  corba  regular  de  M3.  Suposem  a  mes  que  els  vectors 
Y(s)  i  Y'(s)  son  linealment  independents  Vs  G  I. 

Llavors,  en  cada  punt  q(s)  de  7  tenirn  definits  tres  plans  que  jugaran  un 
paper  important  en  l’estudi  de  corbes. 

•  Pla  osculador.  Es  cl  pla  que  passa  per  7(5)  amb  espai  vectorial 
director  generat  per  7'(s)  i  7W(S)- 

•  Pla  normal.  Es  el  pla  que  passa  per  7(5)  amb  espai  vectorial  director 
igual  a  l’ortogonal  de  7'(s). 

•  Pla  rectificant.  Es  el  pla  que  passa  per  7(5)  amb  espai  vectorial 
director  generat  per  Y(s)  i  74s)  Л  Y'(s)- 

Quan  la  corba  esta  parametritzada  per  Гагс  denotem  T(s)  =  Y(s)-  i  diem 
que  es  el  vector  tangent  unitari  a  la  corba  en  el  punt  7(5).  Com  ||T(s)  ||  =  1, 
derivant  l’expressio 

(T(s),r(s))  =  l 

obtenim 

(T'(s),T(s))=0. 

Aixi  doncs  cl  vector  Y'(s)  =  T'(s)  ^s  ortogonal  a  T(s).  Com  estem  fent 
la  hipotesi  de  que  es  diferent  de  zero  (linealment  independent  amb  T(s)), 
podem  definir 


N(s) 


T'(s) 

ЦГ'(в)|| 
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que  es  un  vector  unitari  anomenat  vector  normal  principal  a  la  corba  en 
cl  punt  7(s). 

La  norma  de  T'(s)  es  una  funcio  qne  es  denota  per 

ВДЧТОН 

i  es  diu  que  es  la  curvatura  de  7  en  cl  punt  7(5). 

Definicio  3.5.1  (Curvatura)  Sigui  7  :  /  — >  M3  una  corba  parametritzada 
per  l  ’arc.  La  curvatura  de  7  es  la  funcio  k  :  /  — »  M3  tal  que 

V(s)  =  k(s)N(s), 

on  s  es  el  parametre  arc  de  7. 

Finalment  el  producte  exterior  de  T(s)  per  N(s)  es  denota  per 

B(s)  =  T(s)  Л  N(s), 

i  es  diu  que  es  el  vector  binormal  a  la  corba  en  el  punt  7(5). 

La  referencia  ortonormal  aff  (7(5);  (T(s),  N(s),  B(s))}  es  diu  referencia 
de  Frenet  de  la  corba  en  el  punt  7(5). 

Aixi  doncs,  si  7(5)  es  una  corba  parametritzada  per  Гагс,  amb  k(s)  ^  0, 
tenirn 


•  Vectors  tangent  T,  normal  principal  N  i  binormal  B.  T(s)  = 
7 \s),  N(s)  =  Г'(в)/||Т'(в)||,  B(s)  =  T(s)  Л  N(s). 

•  Referencia  de  Frenet.  {7 (s)’,(T(s),N(s),B(s))}. 

•  Pla  osculador.  Es  el  pla  que  passa  per  7(5)  amb  espai  vectorial 
director  generat  per  T(s)  i  N(s). 

•  Pla  normal.  Es  cl  pla  que  passa  per  7(5)  amb  espai  vectorial  director 
generat  per  N(s)  i  B(s). 

•  Pla  rectificant.  Es  el  pla  que  passa  per  q(s)  amb  espai  vectorial 
director  generat  per  T(s)  i  B(s). 

•  Curvatura.  Es  la  norrna  de  la  derivada  de  la  tangent  respecte  del 
parametre  arc,  k(s)  =  ЦТ'^)!!. 
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•  Radi  de  curvatura.  Es  l’invers  de  la  curvatura,  p(s)  =  1  /k(s). 
Obviament  nornes  esta  definit  en  pnnts  de  curvatnra  diferent  de  ze- 
ro. 

•  Cercle  osculador.  Es  el  cercle  del  pla  osculador  amb  centre  el  punt 
7 (s)  +  p(s)N(s)  i  radi  p(s),  on  p(s)  es  cl  radi  de  curvatura.  Podem  dir, 
doncs,  tambe  que  1а  curvatura  es  Vinvers  del  radi  del  cercle  osculador. 


Figura  3.1:  Rectificant,  Osculador,  Normal 


3.6  Contacte 

Definicio  3.6.1  Siguin 11  a(s)  i  /3(t)  dues  corbes  parametritzades  per  l’arc. 
Suposem  que  tenen  un  punt  en  comu,  P  =  a(s0)  =  P(to). 

Diem  que  aquestes  corbes  tenen  un  contacte  d’ordre  m  a  P  si 

cVa(s)  dr  P(t) 

— ; -  =  — ; -  ;  r  =  1, . . . ,  m 

dsr  |s=s0  dtr  \t=t0 


dm+1a(s)  dm+1/3(t) 

dsm+1  |s=s0  dsm+1  \t=t0 


1 1  Veure  [29]. 
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Aixi,  doncs,  quan  parlem  de  contacte  entre  corbes  pressuposem  que  previa- 
ment  les  parametritzem  per  l’arc.  Pero  no  es  la  unica  manera  de  procedir 
com  es  veu  a  [29]. 

Contacte  de  la  recta  tangent 

Aquest  concepte  de  contacte  ens  dona  una  nova  caracteritzacio  de  la  recta 
tangent. 

Proposicio  3.6.2  Sigui  7  una  corba  regular  parametritzada  per  Varc.  La 
recta  tangent  en  un  punt  7 (s),  on  7 "(s)  ^  o,  es  la  recta  que  te  contacte  1 
amb  la  corba  en  aquest  punt. 

Demostracio.  Considerem  totes  les  rectes  que  passen  pcl  punt  7(5).  Aquestes 
rectes  son  de  la  forma 


r(t)  =  7 (s)  +  tv,  t  G  № 

on  v  es  un  vector  arbitrari  que  agafem  amb  ||г>||  =  1  per  tal  de  que  r(t)  estigui 
parametritzada  per  Гагс.  Si  imposem  que  r(t)  tingui  contacte  almenys  1  amb 
7(5)  ha  de  ser 


7(s)  =  r(0) 

Y(s)  =  r'(0 )  =  v, 

es  a  dir,  el  vector  director  de  la  recta  es  cl  vector  tangent  de  la  corba.  Per  que 
aquest  contacte  sigui  exactament  d’ordre  2  les  derivades  segones  en  cl  punt 
han  de  ser  diferents,  i  com  que  la  derivada  de  v  es  zero,  ja  que  v  es  constant 
i  7W(0)  7^  0  per  hipotesi,  aquestes  derivades  son  diferents  i  hem  acabat.  □. 

Contacte  del  cercle  osculador 

Proposicio  3.6.3  Sigui  C  un  cercle  de  №3  que  te  contacte  almengs  2  amb 
una  corba  7  en  un  punt  P  de  la  seva  traga.  Llavors  C  es  el  cercle  osculador 
de  7  en  P . 

Demostracić.  Suposem  7  parametritzada  per  Гагс  amb  P  =  7(0).  Una 
parametritzacio  per  l’arc  d’un  cercle  C  de  centre  un  punt  arbitrari  Q  i  radi 
arbitrari  r  es 

P(t)  =  Q  +  r( cos(-)  ег  +  sin(-)  e2) 
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on  e\,  в2  es  una  base  ortonormal  dcl  pla  que  conte  cl  cercle. 

Perque  7  i  C  tinguin  un  contacte  d’ordre  almenys  2  en  P  ha  de  ser  (can- 
viant  si  cal  l’origen  d’angles  en  C)12 

7(0)  =  /3(0)  —  Q  +  rei 

7'(0)  =  P'(  0)=e2 

т"(п)  =  /3"(  0)  =  -iei 

Г 

Denotant  T  =  T(0),N  =  N(0),B  =  Б(0)  la  referencia  de  Frenet  en  P, 
k  —  k( 0)  la  curvatura  de  7  en  P  i  p  =  p(0)  el  radi  de  curvatura  de  7  en  P, 
aquestes  equacions  s’escriuen  com 


p 

=  Q  +  re  1 

т 

=  e2 

kN 

1 

=  — e\ 

r 


Com  k  i  r  son  positius  la  tercera  equacio  ens  diu  que  e\  =  —N  i  k  —  1, 
es  a  dir,  p  =  r.  En  particular,  el  pla  (ei,e2)  del  cercle,  es  cl  pla  osculador  i, 
per  la  primera  equacio, 


Q  =  P  +  rN  =  P  +  piV, 
i  per  tant,  C  es  el  cerclc  osculador. 

3.7  Curvatura  de  corbes  planes 

Veurem  que  la  curvatura  mesura  la  velocitat  en  que  gira  la  tangent  quan  la 
corba  es  recorre  amb  velocitat  1.  Com  que  l’espai  s  es  igual  a  la  velocitat 
pcl  temps,  recorrer  la  corba  amb  velocitat  1  permet  pensar  el  parametre  arc 
s  com  el  temps  i  les  derivades  respecte  s  com  velocitats. 

Sigui  7(5)  =  (x(s),y(s))  una  corba  plana  parametritzada  per  Гагс.  De- 
notern  a(s)  l’angle  entre  cl  vector  tangent  i  l’eix  se  les  x's  es  a  dir, 

T(s)  ■  (1,0)  =  cosck(s). 


12Refeu  els  calculs  suposant  P  =  (3(t0)  en  lloc  de  P  =  /3(0). 
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Derivant, 


k(s)N(s)  ■  (1,  0)  =  —  sin  a(s)  •  »'(s) 
i  per  tant,  prenent  moduls, 

k(s)  ■  j  cos /3(s)|  =  |  —  sina(s)|  •  |o;,(s)|. 

on  /3(s)  es  l’angle  entre  N(s)  i  (1,0),  per  tant  fi(s)  =  |  ±a(s)  i  |  cos/3(s)|  = 
|sina(s)|,  aixi  tenirn 

k(s)  =  |cd(s)|. 


Figura  3.2;  Posicio  relativa  de  la  Normal 

Es  a  dir,  la  curvatura  es  el  valor  absolut  de  la  derivada,  respecte  del 
parametre  arc,  de  l’angle  que  forma  la  tangent  amb  una  direccio  fixada. 

Curvatura  amb  signe 

Per  motius  que  es  veuran  mes  endavant,  sobre  tot  quan  estudiem  les  curva- 
tures  principals  d’una  superficie,  conve  assignar  un  signe  a  la  curvatura  de 
les  corbes  planes.  Aixo  no  es  pot  fer  per  a  corbes  de  l’espai. 

Orientem  №2  dient  que  la  base  canonica  e\  =  (1, 0),  e2  =  (0, 1)  es  positiva. 
Sigui  7  :  /  — »  №2  una  corba  parametritzada  per  Гагс.  Definim  la  curva- 
tura  amb  signe  de  7  en  un  punt  7 (s)  per 


k(s)  =  det  (T(s),T'(s)). 
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per  columnes  les  components  d’aquests  vectors  respecte  de  la  base  canonica. 

Com  T'(s)  =  k(s)N(s),  tenim 

k(s)  =  k(s)  det (T(s),  N(s))  =  ±k(s) 

on  val  el  signe  mes  o  menys  segons  que  la  base  ortonormal  (' T(s),N(s ))  sigui 
positiva  o  negativa. 

3.8  Torsio.  Formules  de  Frenet 

Sigui  7  :  /  — >  M3  una  corba  parametritzada  per  Гагс  i  sigui  (7(5);  (T(s),  N(s ),  B(s))} 
la  seva  referencia  de  Frenet. 

Derivant  les  expressions 

(B(s),B(s))  =  1;  (B(s),T(s))  =  0 

obtenim  que  B'(s)  es  ortogonal  a  B(s)  i  a  T(s),  per  tant,  te  la  direccio  de 
N(s).  Podem  escriure  doncs 

Br(s)  =  t(s)N(s) 

per  a  una  certa  funcio  t(s)  que  anomenem  torsio. 

Definicio  3.8.1  (Torsio)  Sigui  7  :  /  — »  M3  una  corba  parametritzada  per 
l’arc.  La  torsio  de  7  es  la  funcio  т  :  /  — »  M3  tal  que 

B'(s)  =  t(s)N(s), 


on  s  es  el  parametre  arc  de  7. 
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Derivant  (N(s),N(s))  =  1  veiem  que  N'(s)  es  ortogonal  a  N(s)  i  podem 
escriure  doncs 

N'(s)  =  a(s)T(s)  +  b(s)B(s) 

per  a  unes  certes  funcions  a(s),b(s)  que  podern  determinar  facilmcnt  rnulti- 
plicant  aquesta  igualtat  per  T(s)  i  B(s)  respectivament. 

Obtenim 

Ф)  =  ( N'(s),T(s ))  =  -(N(s),T'(s))  =  -k(s) 


b(s)  =  ( N'(s),B(s ))  =  -(N(s),B'(s))  =  -t(s). 

Resumint,  tenirn  les  tres  formules 

T'(s)  =  k(s)N(s) 

N'(s)  =  —k(s)T(s)  —  t(s)B(s) 

B'(s )  =  r(s)N(s) 

anomenades  formules  de  Frenet. 

Es  poden  escriure  en  forrna  matricial 

(  T'(s)  \  (  0  k(s)  0  \  f  T(s)  \ 

N'(s)  =  - k(s )  0  -t(s)  N(s) 

V  B'(s)  )  \  0  t(s)  0  )  \  B(s)  ) 

on  es  veu  clarament  que  la  matriu  es  antisimetrica.  Tarnbe  es  poden  escriure 
utilitzant  el  vector  de  Darboux,  vegeu  [29]. 

La  curvatura  i  la  torsio  no  depenen  del  parametre 

Si  7 (t)  esta  parametritzada  per  l’arc  i  la  reparametritzem  per  un  segon 
parametre  arc  s,  sabern  que  la  relacio  entre  t  i  s  es  de  la  forma 

t  =  t(s)  =  ±s  +  c. 

Si  denotem  q(s)  =  7 (t(s)),  llavors,  per  la  regla  de  la  cadena, 

T(s)  =  ±T(t(s )) 

k(s)N(s)  =  =  ±dTt(s)A  =  Nt(s))  =  k(t(s))N(t(s)) 

as  at  as  dt 
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Per  tant, 


k(s)  =  k(t(s)),  N(s)  =  N(t(s)), 


Aixf 


B(s)  =  T(s)  Л  N(s)  =  ±T(t(s ))  Л  N(t(s))  =  ±B(t(s)). 


Resumint, 

T(s)  =  ±  T(t(s)) 

N(s)  =  N(t(s)) 

B(s)  =  ±  B(t(s )) 

amb  signe  “+"  si  t(s)  =  s  +  c  i  signe  "  si  t(s)  =  —  s  +  c. 
Novament  per  la  regla  de  la  cadena 


d,T(s)  dT  dt  dT 

dN(s)  dN  dt  dN  , 

± 

dB(s)  dB  .  ,  ..dt  dB  , 

Чг  =  ±  Л  <‘<S»di  =  Ift 


Com  la  torsio  es  la  relacio  entre  la  derivada  de  la  binormal  i  la  normal, 
i  acabem  de  veure  que  la  derivada  de  la  binormal  de  7  coincideix  amb  la 
derivada  de  la  binormal  de  7  i  la  normal  de  7  coincideix  amb  la  normal  de  7 
ha  de  ser 

r(s)  =  r(t(s)). 

Equi  valent  rnent , 

r(t(s))N(t(s))  =  ^-(t(s))  =  =  t(s)N(s)  =  f(s)N(t(s)). 

Nota.  Una  manera  equivalent  de  procedir  es  la  segiient. 

Definicio  3.8.2  (Curvatura  i  Torsio)  Sigui^(t)  ипа  corba  no  necessaria- 
ment  parametritzada  per  Tarc.  Sigui  7(5)  =  7 (t(s))  una  reparametritzacio 
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per  l’arc  de  7 (t).  La  curvatura  k(t)  i  la  torsio  r(t )  de  7 (t)  en  el  punt  de 
parametre  t,  son  per  definicio  la  curvatura  k(s)  i  la  torsić  f(s)de  7(5)  en  el 
punt  de  parametre  s  tal  que  t  =  t(s),  es  a  dir, 

k(t)  =  k(s),  r(t)  =  r(s);  t  =  t(s). 

Equivalentment,  si  pensem  que  7  =  7  o  h,  on  h  :  J  — »  /  es  el  difeomor- 
fisme  que  ens  dona  el  canvi  de  variable  (I  interval  de  defmicio  de  7),  estem 
dient  simplement  que 

k  =  k  o  h~l 
т  =  f  o  h~l 


Calcul  de  la  curvatura  i  la  torsio  quan  la  corba  no  esta 
parametritzada  per  l’arc 

Sigui  7  :  /  — *  №3  una  corba  parametritzada  per  t.  Sabem  que  la  podem 
reparametritzar  per  Гагс,  es  a  dir,  existeix  un  difeomorfime  t  =  t(s)  tal  qne 
7 (s)  =  7 (t(s))  esta  parametritzada  per  Гагс.  I  sabern  que,  per  definicio, 

k(t)  =  k(s),  t  =  t(s). 

Derivant13 


f(s)  =  T(s)  =  ^'(t(s))-t'(s) 

7  ”(s)  =  ~k(s)N(s)  =  f'(t(s))-t'(s)2  +  fi(t(s))t"(s) 


Recordem  que 


^)  =  ±ll7'WII, 


i  que,  per  la  regla  de  la  cadena 


t'(s)  = 


1 

s'(t) 


1 

МШ\% 


t  =  t(s). 


(3.1) 


Multiplicant  vectorialment  les  equacions  (3.1)  i  prenent  la  norma  del  re- 
sultat  tenirn 

~k(s)  =  \t'(s)\3\\fi(t)Afi'(t)\\,  t  =  t(s). 

13La  notacio  7'(so)  vol  dir  derivada  de  7  respecte  de  s  en  el  punt  so,  i  la  notacio  fi(to) 
vol  dir  derivada  de  7  respecte  de  t  en  el  punt  to- 
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Com  que  la  curvatura  k(t)  de  7  en  el  punt  7 (t),  es  per  definicio,  la  cnr- 
vatura  k(s)  de  7  en  el  punt  s  tal  qne  t  =  t(s),  tcnim  qne 


k(t)  =  k(s) 


IIYWII3 


t  =  t(s), 


Resumint, 


\\l'(t)AY 

НтЧ^Н3 


Observem  qne  aqnesta  formula  es  una  nova  demostracio  de  qnc  la  curva- 
tura  110  depen  de  quin  parametre  arc  hem  elegit  (en  particular  del  sentit  en 
que  es  recorre  la  corba),  com  ja  sabfem. 

Nota.  Una  manera  equivalent  de  procedir  es  la  seguent.  Sigui  7  =  70/1 
una  parametritzacio  per  Гагс  de  7. 

Observem  que 


7'  =  7'  o  h  ■  h' 

7W  =  7 "  o  h  ■  h'2  +  'у'  o  h  ■  h" 

En  particular 

1  =  llfll  =  \W°h\\  •  \h'\. 

Aixi 

k  =  || 7'  Л  7" ||  =  ||У  Л  7" ||  O  h  ■  \h'\3  =  ^  o  h 

Com  k  =  k  o  hl  obtenim 


11УЛ71 

||у||3  ' 

Per  calcular  la  torsio  derivem  la  segona  de  les  formules  (3.1)  pero  110  ens 
preocupem  d’escriure  sumands  que  tinguin  la  direccio  de  T(s)  o  de  N(s)  ja 
que  despres  multiplicarem  escalarment  per  un  vector  multiple  de  B(s).  Les 
formulcs  (3.1)  ens  diuen  que  y(t(s))  es  combinacio  lineal  de  T(s)  i  N(s),  i 
per  tant,  tarnpoc  l’escriurem. 

Obtenim  (posant  com  abans  t  =  t(s )) 
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k(s)(—f(s)B(s))  =  Y"(t)t'(s)3  +  combinacio  lineal  de  T(s)  i  N(s) 

=  y"(t)t'(s)3  +  combinacio  lineal  de  y(s)  i  7 "(s). 

Multiplicant  per  y(t)  Л7 "(t)  i  observant  que  les  formules  (3.1)  ens  diuen  que 

~k(s)B(s)=t'(s)37'(t)A7"(t), 

tenim 

t'(s)3(y(t)Ay'(t),y"(t))  =  ~~k(s)f(s)(B(s),j'(t)  Aj"(t)) 

=  -f(S)t'(,)3||7/(t)A7/,(t)||2. 

Llavors,  com  que  la  torsio  de  7  en  el  punt  7 (t),  r(t),  es  per  definicio,  la  torsio 
de  7  en  el  punt  s  tal  que  t  =  t(s),  f(s),  tenim 


(y(t)AY(t),y"(t)) 

||7'(t)  A7"(t)||2 


Nota.  Una  manera  equivalent  de  procedir  es  la  segiient. 

f  =  i-t'  =  f 

7"  =  7  ".t'2  +  i-t"  =  kN 

f"  =  У"  ■  t'3  +  terrnes  en  7'  i  7"  =  — kfB  +  terrnes  en  T  i  N 

Prenent  determinants, 

det(f ,  f ',  f ' ")  =  —к2т  =  t!%  det(7',  7",  7") 


i  obtenim  cl  resultat.14 

Observem  que  aquesta  formula  es  una  nova  demostracio  de  que  la  torsio 
no  depen  de  quin  parametre  arc  hem  elegit  (en  particular  del  sentit  en  que 
es  recorre  la  corba),  com  ja  sabfem. 


14Observem  que  det(u,  v,  w)  =  (u  Л  v,w),  u,v,w  £  R3. 
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Curvatura  de  corbes  de  l’espai  com  derivada  d’un  angle 

En  el  pla  coneixer  l’angle  de  la  tangent  amb  una  direccio  donada  ens  de- 
termina  la  tangent  pero  a  l’espai  no,  de  manera  que  el  resultat  de  la  seccio 
anterior  3.7  no  es  generalitza  facilment  a  l’espai. 

L’angle  entre  dos  vectors  tangents  consecutius  de  la  corba  7(5),  vol  dir 
l’angle  entre  7 '(s)  i  7 '(s  +  As),  011  As  es  un  petit  increment  del  parametre 
arc  s.  Per  facilitar  la  notacio,  fixem  s  =  0  i  denotem  As  unicament  com  s. 


Proposicio  3.8.3  Sigui  7 (s)  una  corba  parametritzada  per  Гагс  i  sigui  a(s) 
l’angle  entre  Y(0)  ij'(s)  (angle  entre  dos  plans  normals  “consecutius”).  Lla- 
vors  la  curvatura  k( 0)  de  7(5)  en  s  =  0,  es 

k(  0)  =  |c/(0)|. 

Demostracio.  Derivant  la  igualtat 

77(0)  •  'j'(s)  =  coso;(s), 


tenim 

7;(0)  •  7w(s)  =  7'(0)  •  k(s)N(s)  =  -sina(s)a'(s), 

on  N(s)  es  cl  vector  normal  principal  de  7(5). 

Fins  aquf  tot  es  igual  que  en  el  cas  de  les  corbes  planes,  perb  ara  tenim 
el  problcma  de  que  els  vectors  7'(0),  7'(s),  A(s)  110  estaran  en  general  en  el 
mateix  pla  i  110  podem  dir  que  la  seva  surna  o  diferencia  sigui  |. 

N0  obstant,  si  ara  aillem  «'(5)  i  fem  s  — >  0  obtenim 


a'(  0) 


limafis) 

s->0 


У(0)  •  k(s)N(s) 

lim - ; - - — 

s->o  -sma(s) 


una  indeterminacio  dcl  tipus  [j.  Per  resoldre  aquesta  indeterminacio  apliquem 
l’Hopital  i  tenim 

740)  •  (k(s)(~k(s)j(s)  +  r(s)B(s))  +  k'(s)N(s))  k(0)2 

W  s-*o  -cos  a(s)a'(s)  a'(0) ' 

Per  tant, 

k(  0)  =  |c/(0)|. 

Es  a  dir,  la  curvatura  en  un  punt  es  el  valor  absolut  de  la  derivada  respecte 
del  parametre  arc,  en  aquest  punt,  de  Vangle  que  forma  la  tangent  amb  la 
tangent  en  el  punt.  Es  la  velocitat  amb  que  “gira”  el  pla  normal. 
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Pero  no  podem  assegurar  que  k(s)  =  |a/(s)l  encara  que  s  sigui  petit,  si 
s  >  0. 

Abu,  a  diferencia  del  cas  de  corbes  planes,  no  hi  ha  una  funcio  anglc 
tal  que  la  derivada  en  cada  punt  doni  la  curvatura  en  aquell  punt  (vegeu 
Гехетр1е  3.8.5). 

Per  aixo  la  integral  de  la  curvatura  al  llarg  d’una  corba  tancada  i  simple 
no  es  2n,  com  passa  en  les  corbes  convexes  dcl  pla,  sino  un  valor  superior. 
Concretament 


Teorema  3.8.4  (Fenchel)  Sigui  7  una  corba  tancada15  i  simple.  Llavors 

k(s)ds  >  2тт, 

i  val  el  signe  igual  si  i  nomes  si  la  corba  es  plana  i  сопиеха. 


Exemple  3.8.5  Estudieu  la  curvatura  com  derivada  d’un  angle  a 


7(5)  =  ( 


л/2  + 


s^  s 


V2  ’7S’argsinh(VS))' 


Hem  agafat  aquesta  parametritzacio  una  mica  complicada  per  tal  de  que 
estigui  parametritzada  per  Гагс.  En  efecte, 


11У(в)11  =  11( 

La  curvatura  es 


л/2  V2  +  s2 ’  у/2'  /2 +  s2' 
1 


=  1. 


ВД  =  Нт"(*)И  = 


2  +  s2 ' 

Si  diem  a(s)  l’angle  entre  7'(0)  i  7 7(s)  tenim 

т'(0)  ■  T'(s)  =  (0, ■  t'(s)  =  1  +  -L_L=  =  cosoU). 


Derivant 

- =  —  sina(sW(s 

+s2)S/2  v  y  v 

15Una  corba  tancada  es  una  aplicacio  diferenciable  de  S 1  al3;  tambe  es  pot  pensar 
com  una  aplicacio  de  ffi.  al3,  L-periodica  (si  esta  parametritzada  per  Гагс  ac^uesta  L  es 
la  longitud);  simple  vol  dir  sense  autointerseccions. 
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i  per  tant 


а  (s)  = 


л/2(2  +  s2)3/2 


1  +  -1 _ L_ 

2  '  у/2  V2+s2 


V2s 


(2  +  s2)(4  +  3s2  -  2л/2л/2  +  s2) 


que  es  clarament  diferent  d e  k(s)  =  l/(2  +  s2),  pero  en  canvi  tenint  en  compte 
que  у/2  +  s2  =  у/2  +  ^/s2  +  o(s2),  s  — >  0,  tenim 


a/0)  =  lima/(s) 

s— >0 


lim 

s— >0 


у/2. s 

(2  +  s2)y/2^ 


1 

2 


=  ВД. 


3.9  Expressio  canonica  local 

Desenvolupem  per  Taylor  la  funcio  vectorial  q(s),  al  voltant  de  s  =  0,  essent 
s  el  parametre  arc. 

7(e)  =  7(0)  +  7'(0)e  +  y7"(0)  +  |V(0)  +  . . . 

Els  punts  suspensius  denoten,  com  es  habitual,  termes  de  grau  superior  a 
tres  en  s.  Tambe  s’escriu  utilitzant  la  notacio  “o  petita”  com 

7(e)  =  7(0)  +  7  '(0)e  +  V  "(0)  +  V '"(0)  +  o(s3),  e  -+  0. 

2  o 

Recordem  que  la  notacio  “o(s3),s  —>■  0,”  que  es  llcgeix  dient  que  tenim  una 
funcio  “o  petita”  de  s3  vol  dir  que 


lim - +) - 5 - 

7(0)  +  7  '(0)s  +  f  7  "(0)  +  f  7  '"(0) 


=  1, 


que  simplifiquem  escrivint 


,  o(s3) 

lnn  — —  =  0. 


s— 5>0  S3 

Podem  pensar  que  son  els  termes  de  Taylor  de  grau  >  4  en  s. 
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Com  7"(0)  =  kN,  on  k  i  N  son  la  curvatura  i  la  normal  principal  de  la 
corba  en  s  =  0,  i  7W(0)  =  k'(0)N  +  k(—kT  —  тВ ),  on  T  =  7'(0),  i  т  i  B  son 
la  torsio  i  la  binormal  de  la  corba  en  s  =  0,  substituint  tenim 

ks2  ч3 

j(s)  =  7(0)  +  +Г+—  N  +  ~(k’(0)N +  к(-кТ -тВ))  + ... 

2  o 

=  7(0)  +  (.  -  р)т  +  &  +  -  £  л*  + . . . 

o  2  o  o 

Per  tant,  l’expressio  de  j(s)  respecte  de  la  referencia  aff  {7(0);  (Г,  N,B)}  es 


х 

У 

z 


s  -  —sđ  +  ... 

0 

k  o  k'( 0)  o 

7  +  ~1TS  + 

кт  o 

- s3  +  . . . 


(3.2) 


Moltes  conseqiiencies  sobre  cl  comportament  local  de  la  corba  es  deduei- 
хеп  d’aquestes  expressions.  Per  exemple,  localment  la  corba  esta  continguda 
en  el  scmiespai  determinat  pcl  pla  rectificant  que  conte  cl  vector  normal. 
Nomes  cal  veure  que  per  a  valors  petits  de  s  la  coordenada  у  es  positiva, 
Tarnbe  es  veu  clarament  que,  en  primera  aproximacio,  la  corba  projec- 
tada  sobre  cl  pla  osculador  z  =  0  es  una  parabola;  projectada  sobre  cl  pla 
rectificant  у  =  0  es  una  cubica;  i  projectada  sobre  el  pla  normal  х  =  0  es  una 
corba  del  tipus  z  =  су 3//2. 

Veiem  ara  unes  poques  aplicacions  mes. 


Interpretacio  geometrica  del  signe  de  la  torsio 

La  torsio  110  depen  de  la  orientacio  de  la  corba,  La  tercera  de  les  fćrmules 
anteriors  ens  diu  que  si  recorrem  la  corba  en  cl  sentit  creixent  del  parametre 
arc  i  т  <  0,  llavors  la  corba  travessa  el  pla  osculador  сар  cl  sentit  indicat  pel 
vector  binormal,  i  si  r  >  0  cl  travessa  en  sentit  contrari. 


r  <  0 

Е1  dibuix  mostra  una  corba  de  torsio  negativa  (la  torsio  no  depen  de  la 
orientacio),  recorreguda  amb  parametre  arc  s  i  amb  parametre  arc  —  s.  En 
els  dos  casos  la  corba  travessa  el  pla  osculador  en  cl  sentit  dc  la  binormal  (la 
qual  si  que  canvia  de  signe  al  canviar  s  per  —  s). 

Els  llevataps  dextrogirs  i  levogirs  son  simetrics  per  simetria  especular  i 
no  es  poden  fer  coincidir  per  moviments  directes  de  №3.  Un  te  torsio  positiva 
i  l’altre  negativa. 


(cost,  sinf,  t);  т  <  0. 


(cosf,  —  sin  t,  t); 


r  >  0. 
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Distancia  a  la  tangent  i  al  pla  osculador 

Com  aplicacm  de  l’expressi6  canonica  local  donem  aquests  dos  resultats 
classics. 

Proposicio  3.9.1  La  distancia  a  la  tangent,  en  un  punt  de  curvatura  dife- 
rent  de  zero,  es  un  infinitesimal  d  ’ordre  dos,  respecte  el  parametre  arc. 

Demostracić.  La  formula  (3.2)  ens  diu  directament  que 

k 2 

j2  2,2  л  4  i 

d  —  у  +  z  —  —s  +  . . . 

4 

Aixi,  si  k  0,  d  es  un  infinitesimal  d’ordre  2  en  s.  □ 

Proposicio  3.9.2  La  distancia  al  pla  osculador,  en  un  punt  de  curvatura  i 
torsić  diferent  de  zero,  es  un  infinitesimal  d  ’ordre  tres,  respecte  el  parametre 


Demostracio.  La  formula  (3.2)  ens  diu  directament  que 

,  кт  ч 
d  —  —s  +  . . . 

6 

Aixi,  si  кт  ф  0,  d  es  un  infinitesimal  d’ordre  3  en  s.  □ 


Interpretacio  geometrica  del  pla  osculador 

Una  altra  aplicacio  de  l’expressio  canonica  local  es  aquesta  interpretacio  dcl 
pla  osculador. 


Proposicio  3.9.3  El  pla  osculador  en  un  punt  P  d’una  corba  es  el  Umit  dels 
plans  que  passen  per  la  recta  tangent  a  la  corba  en  P  i  contenen  un  punt  de 
la  corba,  quan  aquesta  punt  s’acosta  a  P. 

Demostracio.  Els  plans  que  passen  per  la  recta  tangent  tenen  equacio  z  =  су. 
Excloem  el  pla  у  =  0  on  no  hi  ha,  localment,  puts  de  la  corba.  Imposem  que 
el  pla  z  =  су  passi  pcl  punt  (x(s),  y(s),  z(s))  de  la  corba,  Ha  de  ser 

c  z{s)  -kfs*  +  ... 

y(s)  Џ2  +  ... 
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Per  tant,  el  pla  posic-io  lmiit  d’aquests  plans  es  el  pla  z  =  су  amb 


c  =  lim 

s— >0 


_  hz  Q3  i 
6  5  ~г  •  •  • 

|s2  +  . . . 


0, 


es  a  dir  z  =  0,  que  es  el  pla  osculador.  □ 


Exercici  3.9.4  Sigui  C  el  cercle  osculador  en  un  punt  P  =  q(0)  d’una  corba 
plana  que  no  es  extrem  de  la  curvatura.  Utilitzeu  Uexpressio  canonica  local 
per  veure  que  que  els  punts  7 (s),  amb  s  <  0,  sćn  exteriors  a  C  i  els  punts 
7(5)  amb  s  >  0  sćn  interiors  a  C,  o  al  reves. 


Exercici  3.9.5  Demostreu  que  s  i  ||7(0)7(s)||  son  infinitessims  equivalents, 
es  a  dir 

g 

lim  -у-  =  1. 

^°+  117(0)7(^)11 

Solucio.  Utilitzant  l’expressio  canonica  local  tenim 

s  s  s 

lim  -у-  =  lim  —  =  =  lim  - =  1.  □ 

s^0+  ||7(0)7(s)||  *^0+  \/52  +  o(s2)  «-+0+  |s|  ^/l  +  0(s2)/s 2 

Notem  que  cl  limit  per  l’esquerra  es  igual  a  —1. 


Nota  3.9.6  La  motivacio  d’aquest  l’exercici  prove  de  que  si  innocentment 
diguessim  que  la  clireccio  de  la  tangent  es  el  limit  de  les  clireccions  de  lcs 
secants  obtindrfem 

lim  700)7(5)  =  0 

s— >-0 

i  110  aniriem  en  lloc. 

Ara  be,  si  el  que  volcm  es  parlar  de  direccions  lo  logic  es  considerar  els 
vectors  unitaris  que  donen  les  clireccions  de  les  secants  i  calcular 


lim 

s — ^0 

L’exercici  3.9.5  permet  calcular  aquest  lhnit  facilment.  En  efecte, 


lim 

s — ^0 


7(П)7(Д 

7(0)7(s 


=  lim 

s — ^0 


7(0)7(s 


=  ±7'(0), 
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on  el  signe  prove,  com  hem  comentat  abans  de  si  considerem  el  lfniit  per  la 
dreta  o  per  l’esquerra. 

Deixem  com  exercici  calcular,  aplicant  l’Hopital,  cl  limit 


s_5>0  x(s )2  +  y(s )2  +  z(s)2 

(amb  ж(0)  =  y(0)  =  2;(0)  =  0,  i  x'(s)2  +  y'(s )2  +  z'(s)2  =  1),  que  ja  sabem 
pels  calculs  anteriors  que  ha  de  donar  ±ж'(0). 


3.10  Contacte  d’una  corba  amb  una  superficie 

En  el  proper  capitol  veurern  que  si  F  :  №3  — >  M  es  una  aplicacio  diferencia- 
ble,  llavors16  l’equaci6  F(x,  y,z)  —  0  representa  una  superficie. 

A  nosaltres  ara  nomes  ens  interessen  cls  plans  i  les  esferes,  es  a  dir,  su- 
perficies  donades  per  les  equacions 

F(x,  y,z)  =  ах  +  by  +  cz  +  d  =  0, 

F(x,  у ,  z)  =  (х  —  a)2  +  (у  —  b)2  +  (z  —  c )2  —  r2  =  0, 

ja  que  cl  que  volern  es  estudiar  cl  contacte  amb  un  pla  o  una  esfera  d’una 
corba  de  M3. 

Aixi  quan  parlem  a  continuacio  de  la  superffcie  S  o  de  la  superffcie 
F(x,  y,z)  =  0  el  lector  pot  pensar,  en  una  primera  lectura,  que  ens  refe- 
rim  a  una  pla  o  una  esfera,  pero  esta  redactat  aixi  perque  els  resultats  son 
certs  per  a  superficies  donades  de  la  forrna  F(x,y,z)  =  0,  per  a  F(x,y,z) 
arbitraria  (amb  la  condicio  sobre  la  diferencial  que  hem  esmentat),  i  es  pugui 
rcllcgir  aquest  apartat  un  cop  estudiat  el  Capitol  4  de  Superffcies. 

Definicio  3.10.1  Sigui  7  una  corba  i  sigui  S  una  superficie.  Suposem  que 
7  i  S  tenen  un  punt  en  comu  P.  Direm  que  7  i  S  tenen  un  contacte  d’ordre 
almengs  m  en  P  si  existeix  una  corba  continguda  a  S  amb  contacte  d  ’ordre 
almengs  m  amb  7  a  P. 


16Sota  unes  certes  condicions  sobre  la  diferencial  d’aquesta  aplicacio,  vegeu  la  Proposicio 
4.3.1. 
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Proposicio  3.10.2  Sigui  7  ипа  corba  parametritzada  per  l’arc  i  sigui  S  una 
superficie  donada  per  F(x,y,z )  =  0.  Suposem  P  =  7(0)  G  S.  Llavors  7  i  S 
tenen  un  contacte  d  ’ordre  almengs  m  en  P  si  i  nomes  si  la  funcio 

q(s)  =  ^(т(в)) 


on  s  es  el  parametre  arc  de  7,  compleix 


dr  q 

dsr  |s=o 


0,  r  =  1, . . . ,  m 


Demostracio.  Suposem  primerament  que  existeix  una  corba  /3(t),  parame- 
tritzada  per  Гагс,  continguda  a  S,  es  a  dir, 


р(№)  =  р(Ш,Ш,Ш)  =  o, 

amb  /3(0)  =  P,  i  contacte  d’ordre  almenys  m  amb  7  en  P. 
Derivant  (3.3)  tenim 

dF(P(t))  =  y^l_  dA  =Q 

dt  it=o  “  dxi  I p  dt  |t=o 

i= 1  1 

pero  com 

d^(s)  di/3(t) 

— г“—  = — 5  i  —  l,..., m 

dsJ  |s=o  dP  t= 0 

tenim 

dF(№)  =у°1_  =Г) 

dt  |t=o  у  dxi  |  p  ds  |s=o 

Per  altra  banda,  derivant  la  funcio  q(s)  =  F(^(s))  tenirn 

dq(s)  д F  dqi(s) 

ds  |а=о  ~fdxi\P  ds  |s=o’ 


(3.3) 


(3.4) 


dq(s) 
ds  |  s=o 


i  per  tant,  per  (3.4), 


0. 
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L’argument  es  essencialment  cl  mateix  per  a  les  successives  derivades  de 
q(s).  Mirem  la  derivada  segona. 


đ2q(s ) 
ds2  |s=o 


з 


E 


д  2F  d^s)  dnfjjs) 
dxidxj\p  ds  |  s=o  ds  |.s=o 


д F  d2^/i(s) 

дх.цр  ds 2  is=o 

г,Ј=1  I 


Substituint  les  derivades  primeres  i  segones  de  les  7 \  per  les  corresponents 
derivades  primeres  i  segones  de  les  /Зј  aquesta  expressio  coincideix  amb 

d2F(f3(t)) 
dt 2  |t=o 

la.  qual  es  zero  per  (3.3). 

And  so  011. 

Reciprocament,  suposem  quc  les  derivades  de  q(s)  =  +(7(5))  fins  a  l’ordre 
m  son  zero. 

Hem  de  veure  que  existeix  una  corba  f3(t)  sobre  S,  amb  /3(0)  =  P  i 
contacte  d’ordre  almenys  m  amb  7  en  P. 

Si  §7|p  7^  0,  cosa  que  passa  sempre  en  cl  cas  de  que  F  =  0  representi  el 
pla,  i  sempre  excepte  en  un  parcll  de  punts  en  cl  cas  de  que  F  =  0  representi 
l’esfera,1'  podern  definir,  pcl  teorema  de  la,  funcio  implicita,  una  funcio  /33(s) 
per  la,  condicio 


F(  7i(s).72<s),ft(s))  =  0. 


(3.5) 


Com 

A(qi(0),  72(0),  73(0))  =  0, 
ha  de  ser  /53  (0)  =  73  (0),  de  manera  que  la,  corba, 


/^(s)  =  (7i(s),72(s),^3(s)) 


complcix  que  esta  continguda  a  la  superficie,  ja  que  compleix  la,  seva  equacio, 

i  /3(0)  =  7(0)  =  P. 

Mirem  que  tambe  coincideixen  les  derivades  primeres  de  7(5)  i  /3(s).  De- 
rivant  (3.5)  tenim 

д  F  d(33 
дх3\Р  ds  | s=o 

1 '  Si  F(x,y,z )  =  0  es  una  superfi'cie  arbitraria,  alguna  de  les  tres  derivades  parcials  es 
diferent  de  zero,  i  l’argument  funciona  potser  permutant  les  variables. 


dF  d% 


-F-  + 


“  dXi  |  P  ds  |s=0 
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Com  que  per  hipotesis  д'(0)  =  0  tenim 

Аар  dru  +dF_  drjz  =0 
dxi  I p  ds  is=o  дх3 1 p  ds  is=o 

i= 1  1  1 

Igualant  aquestes  equacions  tenim 

dF  с?7з  _  д F  d/3: 3 

дх3\ p  ds  |s=o  дх3\Р  ds  |s=o 
Com  hem  fet  la  hipotesis  de  qne  ф  0,  tenim 

dj3  _  d/33 

ds  |s=o  ds  |s=o 

es  a  dir,  /3'(0)  =  7;(0). 

And  so  on.  □ 

Pla  de  contacte  almenys  dos:  pla  osculador 

Proposicio  3.10.3  En  cadascun  dels  seus  punts  una  corba  te  contacte  al- 
menys  dos  amb  el  corresponent  pla  osculador. 

Demostracio.  L’equacio  del  pla  osculador  de  q(s)  en  el  punt  q(0)  es 

B  ■  х  +  d  =  0, 

on  B  es  el  vector  binormal  en  el  punt  P  =  q(0),  х  =  (x,y,z),  i  B  ■  P  +  d  =  0. 
Abu,  la  funcio  q(s)  introduida  a  la  Proposicio  anterior  3.10.2  es 

q(s)  =  B  ■  7 (s)  +  d 

i  es  clar  qne 

q'(  0)  =  g"(0)  =  0. 

Per  la  Proposicio  3.10.2  hem  acabat.  □ 

De  fet,  aquesta  propietat  caracteritza  el  pla  osculador. 

Proposicio  3.10.4  Si  un  pla  per  un  punt  P  d’una  certa  corba  C,  te  con- 
tacte  d’almenys  ordre  2  amb  aquesta  corba  en  P,  llavors  aquest  pla  es  el  pla 
osculador. 
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Demostracio.  Nomes  hem  de  ‘copiar’  els  calculs  anteriors.  En  efecte,  cls 
plans  per  P  son  de  la  forma  a  ■  х  +  d  =  0,  amb  a  ■  P  +  d  =  0.  La  funcio  q(s ) 
es 

q(s )  =  a  ■  7(5)  +  d 

i  si  imposem  r/(0)  =  д"(0)  =  0  obtenim 

а  ■  7 7(s)  =  а  ■  7 ,;(s)  =  0 

i  per  tant  a  te  la  direccio  de  la  binormal,  i  hem  acabat.  □ 

Esfera  de  contacte  almenys  tres:  esfera  osculatriu 

Estndiem  cl  contacte  d’una  corba  amb  nna  esfera. 

Snposem  que  la  corba  7(s),  parametritzada  per  Гагс,  te  un  punt  en  comu 
P  amb  l’esfera 


(х  —  a)2  +  (у  —  b )2  +  (z  —  c)2  —  r2  =  0. 

Sabem  que  per  estudiar  el  contacte  hem  de  considerar  la  funcio 

q(s)  =  (x(s)  -  a)2  +  (y(s)  -  b)2  +  (z(s)  -  c)2  -  r2  =  (ОтД,  O^^s))  -  r2, 

on  q(s)  =  (x(s),|/(s),z(s)),  O  =  (a,  b,  c). 

Snposem,  sense  perdre  generalitat,  qne  P  =  7(0).  Com  P  pertany  a 
l’esfera,  ha  de  ser  g(0)  =  0. 

Proposicio  3.10.5  (Contacte  d’ordre  almenys  1)  El  centre  d’una  esfe- 
ra  que  te  contacte  d  ’ordre  almenys  1  amb  una  corba,  pertany  al  pla  normal 
a  la  corba  en  el  punt  de  contacte. 

Demostracić.  Estudiem  les  derivades  de  la  funcio 

q(s)  =  (O7 (sj,  07(4)  -  r2- 


Clarament 

q'(0)  =  2(бР,Ј'(0)) 


бР 


Si  volem  tenir  contacte  d’almenys  ordre  1  ha  de  ser  q'( 0) 
ha  de  ser  ortogonal  a  7/O). 


0,  es  a  dir, 
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Podem  escriure  doncs 

ofi  =  pN  +  qB  (3.6) 

on  N,  B  son  els  vectors  normal  principal  i  binormal  de  la  corba  en  P  i  p,  q  €  №. 
Equi  valent  rnent 

O  =  P  —  pN  —  qB, 

i  per  tant  O  pertany  al  pla  normal  a  la  corba  en  el  punt  de  contacte.  □ 

Proposicio  3.10.6  (Contacte  d’ordre  almenys  2)  El  centre  d’una  esfe- 
ra  que  te  contacte  d’ordre  almenys  2  amb  una  corba  pertany  a  l’eix  polar  de 
la  corba  en  el  punt  de  contacte. 

Demostracić.  Suposem  que  la  funcio  q(s)  de  la  Proposicio  anterior  compleix 
q( 0)  =  r/(0)  =  0.  Per  tenir  contacte  d’almenys  ordre  2  ha  de  complir  a  mes 
que  q"( 0)  =  0.  Calculem  q"( 0).  Com 

q'(s)  =  2(07(5),  .j'(s)) 

tenim 

q"(0)  =  2<7'(0),7'(0)>  +  2(Т^7"(0)> 

=  2(1  +  (бР,  7"(0)». 

Per  tant,  q"( 0)  =  0  vol  dir 

(б?,7"(0))  =  -1 

Substituint  OP  per  la  seva  expressio  (3.6)  tenim 

kp  =  —1, 

on  k  es  la  curvatura  de  la  corba  en  P.  Per  tant, 

OP  =  —  pN  +  qB 

on  p  =  1/k  es  el  racli  de  curvatura  de  la  corba  en  P. 

Equi  valent  rnent , 


O  =  P  +  pN  —  qB. 
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La  recta 

X{t)  =  P  +  pN  +  tB,  t  6  M, 


es  diu  егх  polar18  de  la  corba  en  P  i,  per  tant,  la  Proposic-io  queda  demostrada. 

□ 


Proposicio  3.10.7  (Contacte  d’ordre  almenys  3)  El  centre  d’una  esfe- 
ra  que  te  contacte  d  ’ordre  almenys  3  amb  una  corba  en  un  punt  P  es  el  punt 
de  l’eix  polar  de  la  corba  en  P  donat  per 


O 


P  +  pN  - 


m 


в. 


Demostracio.  Suposem  que  la  funcio  q(s)  de  la  Proposicio  anterior  compleix 
g(0)  =  g'(0)  =  q"(0)  =  0.  Com 


g"(S)  =  2<7(S)-0,7"(S)>+2 


tenim 


g"'(0)  =  2(7'(0),7"(0)>  +2(7(0) -O,7"'(0)> 

=  2(P-O,7'"(0)> 

=  2(-pN  +  qB,k'(0)N  +  к(-кТ-тВ)) 
=  2(—pk'(0)  —  qkr), 


on  r  es  la  torsio  de  la  corba  en  P. 
Per  tant,  q"'( 0)  =  0  si  i  nomes  si 


p2k'(  o)  _  m 


i,  per  tant, 


O 


com  voliem  demostrar.  □ 


P  +  pN 


m 


в, 


18A  l’exercici  9.2.5  veurern  que  la  superficie  reglada  formada  per  la  unio  dels  eixos  polars 
(superficie  polar)  es  l’envolvent  dels  plans  normals.  Veurern  tarnbe  que  aquesta  superficie 
esta  formada  per  les  tangents  a  la  corba  formada  pels  centres  cle  les  esferes  osculatrius. 
La  superfi'cie  formada  per  les  tangents  a  una  corba  es  diu  desenvolupable  tangencial  de  la 
corba,  (vegeu  l’exercici  7.5.1),  i  es  diu  que  la  corba  es  V eix  de  regressio  d’aquesta  superficie. 
Monge  l’anomena  arete  de  rebroussement,  que  en  catala  seria  aresta  cuspidal  o  aresta  de 
retroces. 
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Definicio  3.10.8  (Esfera  osculatriu)  L  'esfera  de  contacte  d’ordre  almenys 
tres  en  un  punt  d  ’un  corba  es  diu  esfera  osculatriu  de  la  corba  en  el  punt. 

Acabem  de  veure  que  el  seu  centre  es 


0  =  P  +  pN 


m 


т 


B, 


i  el  seu  radi 


2 


Esfera  osculatriu 

Observem  que  totes  les  esferes  amb  centre  l’eix  polar  i  que  passen  per  P 
tallen  el  pla  osculador  en  un  mateix  cercle:  el  cerclc  osculador.19 

Aquestes  esferes  tenen  contacte  exactament  2  amb  la  corba  en  P  excepte 
la  osculatriu  que  te  contacte  almenys  3. 

19  A  les  sessions  de  seminaris  veurem  que  aquest  cercle  es  el  cercle  cjue  passa  per  tres 
punts  consecutius  d’una  corba. 
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Esfera  osculatriu  i  cercle  osculador 

Geometria  inversiva 

Aprofitant  el  clibuix  que  il-lustra  la  propietat  quer  diu  que  els  punts  A,  X  i 
els  seus  inversos  А',Х'  son  conciclics, 
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i  recordant  que  la  polar  de  A'  respecte  la  circumferencia  d’inversio  es  la 
perpendicular  a  la  recta  OA'  pel  punt  A  invers  de  A' ,  tenim  que  la  polar  de 
tot  punt  X  de  la  polar  de  A'  passa  per  A' .  Es  conseqiiencia  de  que  l’angle 
ZOX'A'  es  recte,  per  tot  X.  Es  diu  que  A'  es  cl  pol  de  la  corresponent  recta 
polar. 

Des  d’aquest  punt  de  vista,  i  situats  en  cl  pla  per  q(s)  generat  per  N(s) 
i  B(s),  podem  dir  que  Гегх  polar  es  la  recta  polar  del  punt  q(s)  +  k(s)N(s), 
respecte  de  la  circumferencia  de  centre  q(s)  i  radi  1. 


3.11  Teorema  fonamental  de  la  teoria  local 
de  corbes 


Teorema  3.11.1  Donades  dues  funcions  k(s)  >  0  i  r(s)  definides  en  un 
interval  obert  ICR,  existeix  una  corba  7  :  /  — >  M3,  que  te  s  com  parametre 
arc,  amb  curvatura  k(s)  i  torsio  r(s).  A  mes,  si  tenim  dues  corbes  amb 
aquestes  condicions,  existeix  un  moviment  ngid?0  de  №3  que  porta  una  sobre 
l  ’altra. 


Demostracio.  Е1  teorema  d’existencia  i  unicitat  de  solucio  de  les  equaci- 
ons  diferencials  ordinaries,  que  hem  recordat  a  la  pagina  18,  ens  diu  que 
existeixen  9  funcions  Xi(s),  definides  a  /  per  ser  el  sistema  lineal,  tals  que 
si  posern  T(s)  =  (xi(s),x2(s),x3(s)),  N(s)  =  (x4(s),x5(s),x6(s)),  B(s)  = 
(xj(s),xs(s),xg(s)),  es  complem  que 


/  T'(s)  \  f  0  k(s)  0  \  f  T(s)  \ 

N'(s)  =  ~k(s)  0  -t(s)  N(s)  .  (3.7) 

V  B'(s)  J  V  0  Ф)  0  /  V  B(s)  J 


20Composicio  d’una  translacio  amb  un  gir. 


68 


Agusti  Reventos 


Equivalentment 


x'l  (s) 

=  k(s)x4(s), 

x'2(s) 

=  k(s)x5(s), 

x3(s) 

=  k(s)x6(s), 

x'A(s) 

=  —k(s)xi(s) 

-  t(s)x7(s); 

x'5(S) 

=  -k(s)x2(s) 

-  t(s)x8(s), 

4(s) 

=  -k(s)x3(s) 

-  t(s)x9(s), 

x'7(s) 

=  t(s)x4(s), 

x'8(s) 

=  t(s)x5(s), 

x'9(s) 

=  t(s)x6(s). 

A  mes,  aquesta  solucio 

es  unica  si  fixem  lcs  condicions  inicials.  Posern,  per 

exemple,  com  condicio  inicial  qne  (T( 0),  7V(0),  B( 0))  coincideixi  amb  la  base 
canonica  de  №3,  es  a  dir,  Xi(0)  =  1,ж2(0)  =  0,ж3(0)  =  0,ж4(0)  =  0,ж5(0)  = 
1,Жб(0)  =  0,ж7(0)  =  0,ж8(0)  =  0,жд(0)  =  1.  Pero  podrfem  agafar  qnalsevol 
altre  base  ortonormal  positiva. 

Els  vectors  solncio  (T(s),  N(s),  B(s))  no  solament  son  una  base  ortonor- 
mal  quan  s  =  0  sino  qne  formen  una  base  ortonormal  per  a  tot  s  £  /. 

En  efecte,  sigui 

/  aq(s)  x2(s)  x3(s)  \ 

G  =  x4(s)  x5(s)  x6(s) 

\  X7(s)  x8(s)  x9(s)  ) 

Les  equaeions  (3.7)  s’escriuen  com 

G'(s)  =  A(s)G(s) 

on  A(s)  es  la  matriu  antisimetrica  formada  per  k(s)  i  t(s).  La  condicio  de  que 
(T(0),  N(0),  B(0))  sigui  una  base  ortonormal  s’escriu  ara  com  G^O^G^O)  = 
id. 

Е1  que  volcm  veure  equival  a  veure  que  G(s)  es  una  matriu  ortogonal  per 
a  tot  s,  es  a  dir,  G(s)G*(s)  =  id.  Derivant 


(GG')'  =  G'G'  +  G(G'Y  =  (AG)G'  +  GG'A' 
=  A(GG')  -  (GG')A. 
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Aixo  vol  dir  que  tant  la  matriu  identitat  com  la  matriu  G(s)G4(s)  son  solucio 
de  l’equacio  diferencial  (matricial) 

X'  =  АХ  -  ХА. 

Com  compleixen  la  mateixa  condicio  inic-ial  ha  de  ser 

<ЗДС*(в)  =  id,  Vs  G  I. 

Per  trobar  la  corba  ara  ja  nomes  hem  d’integrar 


es  a  dir, 


i  tenim  la  corba  buscada 

7(s)  =  (  / 


Y(s) 

=  T(s), 

x'(s) 

=  Xi(s) 

y'(s) 

=  x2(s) 

z'(s) 

=  X3(s) 

Xi(s)ds, 

/  x2(s)ds 

J  0 

x3(s)ds), 


que  passa  per  l’origen  qnan  s  =  0. 

A  mes,  per  complir-se  les  equacions  (3.7),  amb  T(s),  N(s),  B(s)  ortonor- 
mal  com  acabem  de  veure,  aquesta  corba  te  clarament21  referencia  de  Frenet 
(T(s),  N(s),  B(s)),  curvatnra  k(s)  i  torsio  t(s). 

Unicitat  llevat  de  moviment  rigid.  Suposem  que  /3(s)  sigui  una  altra 
corba  parametritzada  per  l’arc  amb  curvatura  k(s)  i  torsio  t(s).  Per  un 
moviment  rfgid  de  №3,  que  no  canvia  doncs  ni  la  curvatura  ni  la  torsio  de 
/3(s),  col  loquem  /3(s)  de  manera  que  /3(0)  =  (0,0,0)  i  que  la  referencia  de 
Frenet  en  aquest  punt  coincidebđ  amb  la  referencia  canonica.  Aixo  es  pot 
fer  perque  la  referencia  de  Frenet  es  positiva  respecte  de  la  base  canonica. 
Diguern  /3(s)  aquesta  corba  girada. 

Tant  q(s)  com  (3(s)  complcixen  lcs  equacions  (3.7)  amb  les  mateixes  con- 
dicions  inicials,  de  manera  qne,  en  particular, 

7'(s)  =  p(s) 

i,  novament  per  la  unicitat,  q(s)  =  (3(s)  com  volfem  venre.  □ 

Vegen  a  [28]  la  genial  integracio  de  les  equacions  de  Frenet  3.7  utilitzant 
equacions  de  Ricatti  donada  per  Darboux. 


21Si  k(s )  fos  zero  l’equacio  T'  =  kN  no  ens  permetria  interpretar  N(s)  com  la  normal 
principal.  Es  l’rinic  punt  on  s’utilitza  la  hipoteis  k  >  0. 
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3.12  Evolutes 

Ja  hem  vist  a  classe  de  problcmes  com  la  evoluta  d’una  corba  plana  es  la 
envolvent  dc  lcs  normals. 

Podern  recordar  que  l’envolvent  d’una  famflia  uniparametrica  de  rectes 
es  calcula  resolent  cl  sistema  format  per  aquesta  familia  i  la  seva  derivada 
respecte  cl  parametre.  Per  exemple,  si  les  rectes  son 

r(t)  :  a(t)x  +  b(t)y  +  c(t)  =  0 

(familia  uniparametrica  de  rectes  depenen  del  parametre  t)  llavors  l’envolvent 
es  la  solucio  del  sistema 


a(t)x  +  b(t)y  +  c(t)  =  0 
a(t)'x  +  b(t)'y  +  c(t)'  =  0 

Aixo  es  evident  si  recordem  la  definicio  de  derivada  i  que  per  trobar  l’envol- 
vent  tallem  una  recta  amb  la  segiient  (una  infinitament  proxima,  r(t)  amb 
r(t  +  h),  el  numerador  de  la  defmicio  de  derivada). 

La  famflia  uniparametrica  de  rectes  formada  per  les  normals  a  una  corba 
7(s),  parametritzada  per  Гагс,  es 

r(t)  :  (X,T(s))  -  Ш,Т(з))  =0.  X  =  (x,y) 

Hem  de  resoldre  el  sistema 

(X,T(s))-(7(s),T(s))  =  0 
(X,k(s)N(s))  -  1  -  (7(s),k(s)N(s))  =  0 


Prenem 

X(s)  =  7  (s)+ fi(s)N(s) 

per  a  una  certa  џ(в)  de  moment  indeterminada  i  veiem  de  manera  evident 
que  aquest  JT(s)  es  solucio  de  la  primera  equacio.  Per  que  ho  sigui  de  la 
segona  ha  de  ser 

((^(s)  +  h(s)N(s)),  k(s)N(s))  -  1  -  (q(s),  k(s)N(s))  =  0, 


es  a  dir, 


џ( s)k(s )  =  1. 


Geometria  Diferencial  Classica 


71 


Per  tant  els  punts  de  l’evoluta,  corba  envolvent  de  les  normals,  son  de  la 
forma 

X(s)  =  7  (s)+p(s)N(s) 
on  p(s)  es  el  radi  de  curvatura. 

Realment  sorprenent  que  torni  a  aparebcer  el  radi  de  curvatura  de  manera 
tant  diferent,  aparentment,  de  com  ha  aparegut  a  la  pagina  41. 


La  generalitzacio  d’quest  fet  a  corbes  de  l’espai  va  ser  un  dels  primers 
treballs  de  Monge  en  aquest  camp. 

Concretament  Monge  a  Memoire  sur  les  developpes  es  proposa  estudiar 
precisament  l’existencia  d’infinites  developpees  per  a  les  corbes  guerxes  (la 
developpee  d’una  corba  C  es  una  altra  corba  C*  tal  que  C  esta  continguda  a 
la  desenvolupable  tangencial  de  C*  i  la  tangent  a  C*  pertany  al  pla  normal  a 
C  en  cl  punt  corresponent).  Desenrotllant  un  cordill  previament  embolicat  a 
C*,  mantenint-lo  en  la  superficie  de  les  tangents,  obtenim  C.  Tambe  es  diu 
que  C*  es  la  evoluta  de  C.  1  que  C  es  la  developpante  o  involuta  de  C* . 

Monge  es  proposa 

“de  demontrer  dans  ce  Memoire  qu’une  courbe,  plane  ou  a 
double  curvature  a  une  infinite  de  developpees,  toutes  a  doublc 
courbure,  [...]  et  de  donner  la  maniere  de  trouver  les  equations 
de  tellc  de  ces  courbes  qu’on  voudra,  etant  donnees  les  equations 
de  la  developpante.” 

Donada  una  corba  q(s)  parametritzada  per  l’arc  es  demana  trobar  lcs 
corbes  f3(s )  (les  developpees)  tals  que  les  tangents  a  /3(s )  pertanyen  al  pla 
normal  de  7(s).  Es  a  dir,  es  demana  trobar  les  evolutes  de  7(s).  Llna  corba 
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que  si  la  desenvolupes  pel  metode  del  cordill  dona  7(s).  Observem  que  el 
parametre  arc  s  de  a(s)  no  sera  en  general  el  parametre  arc  de  /3(s). 


Developpante 


En  llenguatge  actual  tindrfem22:  Donada  q(s)  busquem  /3(s)  tal  que  f3'(s) 
pertanyi  al  pla  normal  de  q(s).  Equivalentment  q(s)  talla  otogonalment  les 
tangents  de  f3(s). 

Proposicio  3.12.1  Donada  una  corba  7,  existeixen  infinites  corbes  tals  que 
les  seves  rectes  tangents  tallen  7  ortogonalment. 

Demostracio.  Suposem  7(5)  parametritzada  per  Гагс.  Si  una  tal  corba  j3(s) 
existeix  la  podern  escriure  com 


P(s)  =  Ф)  +  q(s)V(s), 

011  E(s)  =  7^-7-гт,  i  q(s)  es  una  funcio  desconeguda. 

1№)1 

Derivant  tenim 

\P(s)\V(8)  =  T(s)  +  q'(s)V(s)  +  q(s)V'(s). 

Com  que  V(s)  ■  P'^s)  =  0)  Per  ser  V(s)  unitari  i  T(s)  ■  V(s) 
hipotesis,  l’anterior  igualtat  nomes  es  pot  donar  si 

T(s)  +  q(s)V'(s)  =  0. 


0  per 
(3.8) 


22 


Vegeu  E.  Kreyszig,  Differential  Geometry ,  р.бб. 
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Ara  be,  per  hipotesis, 

V(s)  =  sina(s)  N(s)  +  cosa(s)  B(s). 

Derivant  i  substituint  a  (3.8)  obtenim 

T(s)  +  q(s)[(—k(s)T(s)  —  r(s)B(s))sma(s) 

+  a'(s)  cosa(s)  N(s)  +  t(s)  cosq;(s)  N(s)  —  a'(s)  sino;(s)  B(s)]  —  0. 

Aixo  implica  (coeficient  de  T(s)) 

q(s)  sino;(s)  =  p(s), 

i  (coeficients  de  N(s)  i  B(s)) 

(cx'(s)  +  r(s))  cos  a(s)  =  0,  (o/(s)  +  t(s))  sin  a(s)  =  0. 

Aquestes  dues  igualtats  impliquen  a'(s)  =  —t(s),  es  а  dir 

a(s)  —  —  т(и)с1и  +  c, 

J  o 

on  c  es  una  constant. 

Finalment  doncs  (canviant  el  signe  a  la  definicio  de  a(s)) 


^(s)  =  7(s)  +  p(s)[AT(s)  —  c°t  a(s)  S(s)]j  a(s)  =  f  т(и)с1и  +  с.  (3.9) 

J  o 

Cada  valor  de  c  correspon  a  una  de  les  infinites  evolutes  de  la  corba  q(s). 
Si  r  =  0,  una  de  les  evolutes  es  plana  i  les  altres  son  helixs  sobre  el  c-ilindre 
ortogonal  al  pla  de  la  corba.  □ 

Ехегскп  3.12.2  Considereu  un  cordill  de  longitud  igual  a  la  distancia  L 
entre  7(0)  i  /3(0),  on  q(s)  i  (3(s)  son  les  corbes  donades  per  l’eguacić  (3.9). 
Suposem  que  aquest  cordill  el  col-loquem  sobre  la  corba  (3(s)  amb  origen  /3(0) 
i  a  continuacio  el  despleguem  pel  final.  Demostreu  que  obtenim  j(s). 

Solucio.  Observem  que 

f3'(s)  =  ( p  (s )  —  p(s)r(s)  cot  a(s))(iV(s)  +  cot  a(s)  B(s)) 
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i  per  tant, 


En  particular 


ll№)ll  = 


p'(s)  —  p(s)r(s )  cot  a(s) 


sinas 


W(s)\\ 
Suposarem  que  la  funcio 


=  ±  (  sin a(s) N (s)  +  cos a(s)B(s) 


d(l  (s),P(s))  =  - 


P(s ) 


sin  a(s) 

es  decreixent,  de  тапега  que  aixd  ens  permetra  desembolicar  cl  cordill.  En 
particular,  la  seva  derivada  es  negativa  i  tindrem 


ll№)ll  = 


-p'(s)  +  p(s)r(s)  cot  a(s) 


sma  s 


m 


=  —sma(s)N(s)  —  cos  a(s)B(s). 


ms)\\ 

Е1  cordill,  en  desembolicar-se,  descriu  la  corba 

z(s)=^(s)  +  A(s)p±j| 


amb 


P(s) 


Л (s)  =  longitud  tros  de  cordill  desembolicat  =  L  —  /  ||/5,(s)||ds  =  — 

J  o  sina(s) 


Aixi 


z(s)  =  j(s)  +  p(s)[N(s)  +  cota(s)  B(s)]  + 

P(s 


sm  a  s 


(—  sin  a(s)N(s)  —  cos  a(s)B(s))  =  q(s).  □ 
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3.13  Teorema  dels  quatre  vertexs 

Sigui  7  :  [0,  L]  — *  M2  una  corba  tancada  parametritzada  per  Гагс.  Quan 
parlern  de  corba  diferenciable  sobre  un  tancat  volcm  dir  la  restriccio  a  [0,  L\ 
d’una  aplicacio  diferenciablc  L-periodica  de  K  a  I2  (recordeu  la  definicio  de 
corba  tancada  al  peu  de  la  pagina  52). 

Direm  que  7  es  convexa  quan  tota  recta  talla  la  seva  traga  en  dos  punts 
com  a  molt. 

Els  vertexs  de  7  son  els  punts  7(5)  on  k\s )  =  0. 

Lema  3.13.1  Sigui  7  :  [0,  L\  — >  M2  ипа  corba  tancada  parametritzada  per 
Гагс.  Posem  7(5)  =  (x(s),y(s))  i  sigui  k(s)  la  curvatura  de  7.  Siguin 
A,B,C  G  M,  llavors 

L 

(7Lr(s)  +  By(s)  +  C)k'(s)ds  =  0 
Demostracio.  Clarament 

L 

k'(s)  ds  =  k(L)  —  /с(0)  =  0. 

Е1  vector  normal  principal  N(s)  =  (ni(s),U2(s))  complcix 
a/(s)ni(s)  +  y'(s)n2(s)  =  0, 


i  per  tant 


ni(s)  =  Л  y'(s) 
n2(s )  =  -Л  x'(s) 


i  com  es  de  norma  1  ha  de  ser  N(s)  =  ±(y'(s),  —x'(s)). 

Com  T'(s)  =  k(s)N(s),  x"(s)  =  ±k(s)y'(s),  y"(s)  =  +k(s)x'(s). 
Integrant  per  parts 


x(s)k'(s)  ds  =  —  /  x'(s)k(s)  ds  =  +  /  y"(s)ds 


y(s)k'(s)  ds  =  —  /  у' (s)k(s)  ds  =  ±  /  x"(s)ds 


Com  A,B,C  son  constants,  el  lema  queda  demostrat.  □ 


0. 

0. 


76 


Agusti  Reventos 


Teorema  3.13.2  Tota  corba  plana  tancada  i  сопуеха  te  almenys  quatre  vertexs. 

Demostracio.  Sigui  7  :  [0,  L\  — >  M2  una  corba  tancada  convexa  parametrit- 
zada  per  Parc.  Sabem  que,  per  ser  la  funcio  curvatura  k  continua  sobre  un 
compacte,  te  maxim  i  mmirn.  Tenim,  doncs,  dos  punts  P\  =  7(51),  P2  =  7(52) 
amb  k'(si)  =  k'(s2 )  =  0.  Suposem  sense  perdre  generalitat  que  si  <  S2  i  que 
P\  es  cl  niinim  i  P2  el  maxim. 

Sigui  r  :  Ах  +  Ву  +  C  =  0  la  recta  que  passa  per  P\  i  P2.  Observem  que 
el  pla  queda  dividit  en  els  dos  semiplans  Ах  +  Ву  +  C  >  0,  Ах  +  Ву  +  C  <  0. 

Denotem  a,  f3  els  dos  arcs  en  que  queda  dividida  la  traga  de  7  per  r. 
Concretament,  a  =  7(s);  si  <  s  <  s2  i  (3  el  seu  complementari. 

Canviant  si  cal  el  signe  de  A,B,C  podem  suposar  que  tots  els  punts  de 
a  estan  a  la  regio  Ах  +  Ву  +  C  >  0  i  tots  els  punts  de  /3  esta  a  la  regio 
Ах  +  Ву  +  C  <  0. 

La  integral  del  lema  3.13.1,  que  es  igual  a  zero,  descompon  en  dues  in- 
tegrals,  una  sobre  a  i  l’altre  sobre  /3.  Aixo  vol  dir  que  110  podem  tenir  a  la 
vegada  k'(s )  sempre  positiva  sobre  a  i  k'(s )  sernpre  negativa  sobre  /3 .  Ha 
d’haver-hi  un  interval  de  mesura  110  zero  on  k'(s )  <  0  sobre  a  o  un  interval 
de  mesura  110  zero  011  k'(s)  >  0  sobre  /3.  Suposem  que  estern  en  el  primer 
cas  (Pargument  es  el  mateix  en  el  segon  cas).  Com  el  mi'nim  s’agafa  a  si  i  el 
maxim  a  s2,  tenim  un  interval  [a,  b]  amb  s^  <  a  <  b  <  s2  tal  que  k'(s)  <  0 
quan  s  G  [a,b\. 

Per  tant,  com  k(s)  es  creixent  abans  de  a,  decreixent  entre  aibi  creixent 
despres  de  b.  Per  tant,  te  un  maxim  i  un  mmim  relatius  en  a.  I  per  tant  un 
global  de  com  a  mmim  quatre  vertexs. 


Figura  3.3:  Quatre  vertexs 
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Desigualtat  isoperimetrica 


Sens  dubte,  la  propietat  global  mes  important  de  les  corbes  planes  es  la 
desigualtat  isoperimetrica  que  diu  que  qualsevol  regio  plana  limitada  per  un 
perimetre  de  longitud  L  te  una  area  A  que  compleix 


A  < 


LA 

47Г 


i,  a  mes,  la  igualtat  es  compleix  nomes  quan  la  regio  esta  limitada  per  un 
cercle.  Vegeu  una  demostracio  directa  i  una  breu  historia  del  problema  a  [8]. 


3.14  Exercicis 

Exercici  3.14.1  Demostreu  que  una  corba  plana  amb  curvatura  constant  es 
una  circumferencia. 

Solucio.  Sabem  que  la  curvatura  es  la  derivada  de  l’angle  que  forma  el  vector 
tangent  amb  una  direccio  fixada,  de  manera  que  tenim 

k(s )  =  »'(s) 

i  com  k(s )  es  constant,  resulta  que  a(s)  =  ks  +  a,  on  a  e  ffi.  es  la  constant 
d’integracio. 

Ara  be,  com  podern  suposar  que  a(s)  es  l’angle  entre  Y(s)  i  (1,  0),  resulta 

que 

(Y(s),  (1,  0))  =  a/(s)  =  cos  a(s)  =  cos (ks  +  a), 

que,  integrant, 

1 

x(s)  =  —  sin  (ks  +  a)  +  b, 
k 

on  b  es  una  constant.  Com  х'2  +  у’2  =  1,  tenirn  analogament 

y(s)  =  —  cos  (ks  +  a)  +  c, 
k 

i  per  tant  la  corba  esta  a  la  circumferencia 

(ж  -  b)2  +  (y-  c)2  =  p. 
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Exercici  3.14.2  A  la  радгпа  82  de  La  Geometrie  de  Rene  Descartes,  [9]  , 
l’autor  dona  la  sorprenent  construccio  de  la  normal  a  la  corba  que  ell  ano- 
mena  la  concoide  dels  antics. 

Sigui  DCla  primera  concoide  dels  antics,  de  la  qual  A  es  el  pol, 
i  BH  el  regle:  totes  les  Unies  rectes  que  miren  cap  a  A,  i  que  es 
troben  compreses  entre  la  corba  CD  i  la  recta  BH ,  com  ara  DB 
i  CE,  son  iguals. 


D 


Si  volem  trobar  la  Unia  CG  que  la  talla  en  el  punt  C  segons 
angles  rectes,  [....]  cal  prendre  CF  damunt  la  linia  recta  CA,  i 
fer-la  igual  a  CH  que  es  perpendicular  a  HB.  Despres  des  del 
punt  F  tirar  la  recta  FG  parallela  a  BA  i  igual  a  EA  ,  i  aixi 
s’obte  el  punt  G  pel  qual  ha  de  passar  la  recta  buscada  CG. 

L  7exercici  consisteix  en  comprovar  que  aquesta  construccić  es  correcta.  I 
un  segon  exercici  de  caire  historic  es  saber  com  va  arribar  Descartes  a  la  seva 
construccib. 

Solucio.  Suposem  A  l’origen  de  coordenades,  la  recta  HB  que  sigui  la  recta 
у  =  a  i  AB  l’eix  de  les  y's ,  i  suposem  BD  =  1.  Les  rectes  per  l’origen  de 
pendent  tan  t  tallen  у  =  a  en  el  punt  (a  cot  t,  a )  i  per  tant,  els  punt  d’aquesta 
recta  que  pertany  a  la  concoide  es 

7(č)  =  ( - b  l)(cosč,  sinč)  —  (a  +  sinč)(cot  č,  1). 

sinč 
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Llavors 


7 '(t)  =  (—  sint - 2 —  i  cos  t) 

sin  t ' 


i,  per  tant,  la  recta  normal  es 


N  :  7 (t)  +  //(cos  t,  sin  t  H - ) 

sin  t 


Amb  la  notacio  de  Descartes  cl  parametre  t  correspon  al  punt  C  =  7 (t). 
Aixi  d(C*,  77)  =  sin  t,  i  cl  punt  F  ha  de  ser  de  la  forrna  F  =  \^(t)  i  determinem 
Л  per  la  condicio 

d(C,  F)  =  d(^(t),  Л 7(t))  =  sint. 


Obtenim 


F  =  (а  +  sin  t  +  sin2f)(cotf,  1). 


Observem  tarnbe  que 


<KA,£0  =  hr(*)|-l  =  5Si- 

Finalment  G  es  un  punt  sobre  la  normal  amb  la  mateixa  primera  coordenada 
que  F.  Posant,  doncs, 


7 (t)  +  /г (cos  t ,  sin  t  H - Q — )  =  ((a  +  sint  +  sin2 1)  cot  t,  N2) 

sin  t 


obtenim 


Abu 


N2  =  (а  +  sint)  +  sint(sint  H - ). 

sin  t 


d(F,  G)  =  —  =  d(A,  E) 


com  volfem. 
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Capitol  4 


Superficies 


4.1  Introduccio 

Defmicio  4.1.1  23Una  superficie  regular  es  un  subconjunt  S  C  M3  tal  que 
per  a  tot  punt  P  G  S  existeix  un  entorn  obert  W  de  P  a  №3  i  una  aplicacio 
ip  :  U  C  №2  — *  №3  diferenciable,  on  U  es  un  obert  de  №2,  amb  (p(U)  =  WC\S, 
tal  que 

1.  (p  :  U  — ¥  W  C\S  es  homeomorfisme  (quan  dotem  W US  de  la  topologia 
induida). 

2.  Per  a  tot  punt  Q  G  U,  Uaplicacio  diferencial  dpQ  :  №2  — »  №3  es 
injectiva. 

Cada  parell  (U,  p)  amb  les  anteriors  propietats  es  diu  carta  local  o  parame- 
tritzacio  local. 

Es  costum  denotar  (u,v)  les  coordenades  cartesianes  de  №2,  (x,y,z)  les 
de  №3,  i  escriure 


p:  U  C  №2  — ¥  №3 

(u,v)  н-  (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), 

o  tambe, 

p  :  U  C  №2  — ¥  №3 

(u,v)  i->  (^(u,^),^«,^),^«,^)). 

23En  aquesta  seccio  seguim  [10]. 
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Recordem  que  dir  que  <p  es  diferenciable  vol  dir  que  les  tres  funcions 
ipz(u,v),  i  =  1,2,3,  ho  son. 


Nota  4.1.2  La  condicić  1  es  per  evitar  autointerseccions,  com  ara  dos  plans 
que  es  tallin24,  o  situacions  on  la  topologia  indui'da  uo  coincideix  amb  al 
topologia  que  prove  de  la  topologia  de  №2  a  traves  de  ip.  Per  exemple, 

<p{t,v)  =  (2cos (g(t)  -  |),sin2 (g(t)  -  |),u),  (t,v)  G  №2, 

on  g(t)  =  7г  +  2  arctan(t).  La  figura  representa  la  corba  <p(t,  0). 


Problemes  amb  la  topologia  indmda 

Observem  que  ip  es  una  aplicacio  contmua  i  bijectiva  entre  №  i  la  traga 
de  la  corba.  Podrfem  posar  a  +(№)  la  topologia  de  №  a  traves  de  <p,  pero 
no  coincideix  amb  la  topologia  de  +(№)  heretada  de  №2  ja  que,  amb  aquesta 
topologia,  qualsevol  entorn  de  l’origen  conte  punts  proxims  a  — oo  i  +oo. 

Si  no  ens  cal  que  (p  estigui  dehnida  a  tot  №2  aquest  exemple  es  pot  canviar 
per  un  mes  senzill  amb  essencialment  les  mateixes  propietats  : 

tp(u,v)  =  (sinu,  sin2u,u),  (u,v)  G  (— 7Г,  7г)  х  (0,1). 

La  figura  representa  la  corba  p(u,  0). 


24Podem  trobar  corbes  tancades  sobre  la  unio  d’aquests  plans,  com  ara  cercles  amb  el 
diametre  a  la  interseccio  i  dos  trogos  sobre  dos  dels  semiplans,  que  no  separen  el  conjunt 
en  components  arc-connexes.  No  pot  ser  doncs  homeomorf  a  un  disc. 
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(sin  u,  sin  2 u) 

La  matebca  situacio  tenim  amb  (veure  [26]) 

C-\/)  I 

v)  =  (-1  I  3’  -I  ,  3» v),  ( u , v)  e  (-1,  oo)  х  №. 

1  +  uđ  1  +  ил 

La  figura  representa  la  corba  <р{и,  0). 


/  3  u  3  u2  \ 
\  l+u3  ’  1+и3  / 
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Nota  4.1.3  La  condicio  2  diu  que  p  es  una  immersio  local  en  tot  punt  Q  de 
U.  Com  per  tota  aplicaem  lineal  es  compleix  que  la  dimensić  del  nucli  mes 
la  dimensio  de  la  imatge  es  igual  a  la  dimensio  de  l’espai  de  sortida,  tenim 
2  =  dim  Ker  dp>Q  +  dim  Im  dg>Q  =  dim  Im  dg>Q  i  per  tant  la  matriu 


д<р1 

дрА 

ди 

dv 

«v 

д<р2 

ди 

dv 

д<р 3 

Оз 

+ 

со 

ди 

dv 

on  totes  les  derivades  parcials  estan  valorades  en  el  punt  Q,  te  rang  2.  En 
particular  els  vectors  columna 


д<р  _ 

,  д<рг  д<р2  д <p3 

ди 

'  ди  ’  ди  ’  ди 

д<р  _ 

.  д g)1  д<р2  др>3 

dv 

'  dv  ’  dv  ’  dv  ’ 

son  linealment  independents. 

Aquesta  condicio  es  posa  per 

evitar  que  la  superficie  tingui  punxes  0 

cantonades. 

Per  exemple,  raplicacio  99  :  №2  - 

— )•  №3  donada  per  <p(u,  v)  =  (u+v,  u3,  uv) 

es  continua  i  injectiva,  pero  en  canvi  els  vectors 


др> 

ди 


(1,  Зи2,  v), 


д  ip 
dv 


(1,  п,  u) 


no  son  linealment  independents  en  el  punt  Q  =  (0,  0).  Per  tant  (№2,  <p)  no  es 
una  carta  local.  Pero  si  traiem  el  punt  (0,  0),  es  a  dir  si  considerem  la  parella 
(№2  \  {(0,  0)},  <p),  si  que  ho  es. 
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<p(u,  v)  —  (u  +  v,  u3,uv) 

Les  punxes  poden  provenir  de  la  no  diferenciabilitat.  Per  exemple,  l’apli- 
cacio 

<p(u,  v)  =  (u,  V,  vu2  +  V2) 

aplica  el  disc  u2  +  v2  <  1  en  un  con  de  vertex  a  l’origen.  Pero  la  funcio 
л/u2  +  v2  no  es  C 1  a  l’origen  (u,v)  =  (0,  0).  Si  prescindim  del  vertex  del  con, 
sf  que  tenirn  una  superffcie. 

Exemple  4.1.4  Comprovem  que  el  cilindre  S  de  M3  donat  per  х2  +  у2  =  1, 
es  una  superficie. 

Solucio.  Prenem  P  =  (a,b,c)  G  S.  En  particular  a2  +  b2  =  1.  Sabem  que 
si  (a,  b)  (1,0)  existeix  un  unic  uo  G  (0,  2тт)  tal  que  (cosuo,  sinu0)  =  (a,b). 
(Si  (a,b)  =  (0, 1)  el  raonament  es  similar). 

Prenem  com  obert  U  de  R2 

U  =  (0, 2тг)  х  M, 

i  com  aplicacio  ip  :  U  — >  M3 

<p(u,v)  =  (cosu,  sinu,  v). 

La  imatge  V  =  <p(U)  conte  P  i  es  un  obert  de  S  ja  que  es  la  interseccio  amb 
S  d’un  obert  de  M3.  Concretament, 

V  =  S  n(R3\r) 
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on  r  es  la  recta  х  —  1,  у  —  0.  Com  r  es  un  tancat,  M3  \  r  es  obert. 
Comprovem  lcs  dues  propietats. 

1)  tp  es  clarament  continua  (cada  component  ho  es)  i  injectiva.  La  inversa 
tp~x  :  V  — >  U  esta  donada  per  la  restriccio  al  c-ilindre  (de  fet  a  tp(U)  П  S )  de 

{(arccos  —r==,z)  y>  0 

V^+r 

(tt,z)  y  =  0 

(2тт  —  arccos  ,  x  ,  z)  у  <  0 

\J  x2+y2 

definida  a  i?3\{eix  z }.  Com  la  funcio  arccos  :  (—1, 1)  — >  (0, 7г)  es  contfnua,  / 
es  continua.  Aixo  vol  dir  que  tp~l  es  la  restriccio  a  V  d’una  aplicacio  contmua 
definida  en  un  obert  de  №3  que  conte  b  a  K2,  i  es  per  tant,  contfnua25  com 
aplicacio  de  S  al2. 

2)  La  diferencial  de  p  te  matriu 


/  dcosu  dcosu  \ 


д  u 

dv 

f 

—  sin  u 

°  ^ 

д  sin  u 

д  sin  u 

cos  u 

0 

ди 

dv 

dv 

dv 

V 

0 

1  ) 

ди 

dv  ) 

que,  com  el  sinus  i  cl  cosinus  no  es  poden  anul  lar  a  la  vegada,  te  rang  2.  □ 

Exemple  4.1.5  (Esfera)  Comprovem  que  l’esfera  de  №3  donada  per  х 2  + 
у2  +  z2  =  R2  es  una  superficie. 

Solucio.  Sigui  P  e  S2.  Suposarem  primerament  que  P  G  S2  \  C  on 
C  =  {(x,y,z)  e  S2R-,y  =  0,x>  0}. 

Construirem  una  carta  local  per  aquest  P.  Prenern  com  obert  U  de  №2  l’obert 
U  =  (0, 7г)  х  (0,  27г)  C  №2,  i  com  aplicacio 

Ф !  :  С/  — >  №3 

25Si  F  :  X  — »•  Y  es  una  aplicacio  continua  entre  espais  topologics  i  A  es  un  subconjunt 
de  X  amb  la  topologia  indui'da,  llavors  la  restriccio  de  F  a  A,  F\a  :  A  — >  Y,  es  continua, 
ja  que  per  tot  obert  W  de  Y,  F_1( W)  es  obert  de  X  i  F^f(W)  =  4П  F~X(W)  i  es,  per 
tant,  un  obert  de  A  amb  la  topologia  induida. 
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prenem  la  donada  per 

Ф =  (. R  cos  9  sin  <p,  R  sin  9  sin  <p,  R  cos  <p) . 

Clarament  ||^i(</?,  0)||  —  R,  e s  a  dir,  ФДС)  C  S^.  Mes  concretament 
ФДС)  =  52\C. 

Observem  qne  9  es  la  longitud  i  <p  la  colatitud. 


Hem  de  veure  que  Ф^  es  continua,  injectiva,  amb  inversa  continua  i  im- 
mersio  local. 

1)  Que  es  continua  i  injectiva  es  trivial.  Per  veure  que  la  inversa  es 
contmua  la  podern  calcular  explicitament  i  comprovar-ho.  Pero  abans  hem 
de  comprovar  que  ФДС)  es  un  obert  de  S 2  amb  la  topologia  relativa.  I  aixb 
es  cert  ja  que 

Ф  i(£7)  =  S2HW 

amb  W  =  M3  \  C  obert  de  M3,  ja  que  C  es  tancat. 

Per  calcular  la  inversa  de  Ф^  observem  que  cada  punt  ( x,y,z )  G  Ф^Н) 
determina  un  linic  angle  <p  G  (0, 7г)  tal  que  <p  =  arccos  j|.  La  funcio  arccos  : 
(— 1, 1)  — »  (0, 7г)  es  continua  i  bijectiva.  Aixo  permet  dehnir 

т  -1  /  \  /  z  У  \ 

Ф,  [х,  у,  z)  =  (arccos  — ,  arctan  — ) 
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que  es  contmua. 

2)  Immcrsio.  La  diferencial  esta  donada  per  la  matriu  jacobiana 

(R cosOcostp  —Rsmesiiup  \ 

R  sin  9  cos  (p  R  cos  9  sin  p 
—R  sin  p  0  ) 

i  es  facil  veure  que  les  dues  columnes  d’aquesta  matriu  son  linealment  inde- 
pendents. 

Finalment,  si  cl  punt  P  considerat  a  l’inici  pertany  a  C  nornes  hem  de 
repetir  els  anteriors  calculs  pero  agafant  ara  com  carta  local 

Ф 2(<P,0)  =  (— Rcosdsmp,  Rcosp,  RsinpsmO) 


Z 


En  aquest  cas  сар  dels  punts  dc  la  semicircumferencia  tancada 

{(x,y,z)  e  S2r-,z  =  0,x  <  0} 

pertany  a  Ф 2(I7).  Com  Ф^Р)  U  Ф 2{U)  =  S'j^tot  punt  P  G  S2  esta  en  una  de 
les  dues  hipotesis  considerades.  □ 

Proposicio  4.1.6  (Definicio  equivalent  de  superffcie)  Un  subconjunt  S 
de  M3  es  una  superficie  si  i  nomes  si  per  cada  punt  P  G  S  existeix  un  entorn 
obert  V  de  P  a  №3,  i  un  difeomorfisme  h  :  V  — >  h(V)  amb  h(V)  obert  de 
№3  tal  que 


h(V  П  S)  =  h(V)  П  (№2  х  {0}) 


(4.1) 
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Demostracio.  Suposem  primer  que  S  es  una  superffcie  i  sigui  (U,  p)  una 
carta  local  amb  P  =  <p(p),  p  €  U.  Com  dpp  es  injectiva  sabern,  pcl  teorema 
d’estructura  de  les  immersions  locals,  Teorema  2.1.1,  que  existeix  un  entorn 
obert  V  de  P  a  №3,  i  un  difeomorfisme  h  :  V  — >  h(V)  amb  h(V)  obert  de 
M3  tal  que 

h(V  П  p(U))  =  h(V)  П  (M2  х  {0}). 

A  mes,en  aquest  obert,  h(p(u,v))  =  (u,v,  0). 

Prenent  V  prou  petit26  com  perque  V  П  p(U)  =  V  П  S  hem  acabat. 


Dibuiz  de  Spivak,  [32].  La  seva  V  es  la  nostra  h(V). 

Recfprocament,  si  per  a  cada  P  e  S  existeix  un  entorn  obert  V  de  P  a 
M3  i  un  difeomorfisme  h  :  V  — >  h(V)  que  compleix  la  igualtat  4.1,  podern 
construir  una  carta  local  (U,  p)  que  contingui  P  prenent  com  obert 

u  =  r\h(V)  n  (M2  х  {0}))  =  {(u,v)  G  M2;  (u,u,0)  G  h(V)}, 

on  i(u,  v)  =  ( u ,  v,  0)  (U  es  obert  per  ser  la  anti-imatge  d’un  obert  de  M2  х  {0}) 
i  com  aplicacio 

p  =  h~l  o  i  :  U  — >  РП5. 

26Com  <p(U)  es  un  obert  de  S  amb  la  topologia  indui'da,  existeix  U  obert  de  K3  tal  que 
<p(U)  =  U  П  S.  Nomes  hem  d’agafar  V  C  U. 
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En  particular  h((p(u,v))  =  (u,v,  0).  Es  clar  que  (U,(p)  es  una  carta  local 
(vegeu  [32]).  □ 

Observeu  que,  tal  com  hem  construit  h,  compleix  h((p(u,v ))  =  (u,  u,0). 


4.2  Grafiques  de  funcions 

En  aquesta  seccio  i  la  segiient  veurem  un  parell  de  situacions  que  donen  lloc 
a  superficies:  les  grafiques  de  funcions  i  lcs  antiimatges  dels  valors  regulars. 

Proposicio  4.2.1  Sigui  h  :  U  C  M2  — >  M  una  funcio  diferenciable  definida 
sobre  l’obert  U  de  №2.  Llavors  la  grafica  de  h 

Gh  =  {( x,y,z )  EU  х  =  h(x,y)} 


es  una  superfzcie. 

Demostracio.  Considerem  p  :  U  — >  M3  donada  per 

<p(x,y)  =  (x,y,h(x,y)). 

Clarament  <p(U)  =  G.  Per  tant  nomes  hem  de  veure  que  p  es  un  horneo- 
morhsme  sobre  la  imatge  amb  diferencial  injectiva  en  cada  punt  i  G  sera  una 
superffcie  amb  una  sola  carta  local  (U,p). 

Homeomorfisme  sobre  la  imatge.  Es  clar  que  p  es  contfnua  i  injectiva. 
Falta  veure  que  p  es  oberta,  o  equivalentment,  que  p es  contfnua. 

Pero 

p-1  :  G  — >  U 

(x,y,h(x,y))  e^(x,y) 

consisteix  en  quedar-se  lcs  dues  primeres  coordenades  del  punt,  i  per  tant 

^_1  =  7Г|  G 

on  7г  :  M3  — >  M2  es  la  projeccio  canonica 

n(x,V,z)  =  (x,y). 

Com  7г  es  continua  i  la  restriccio  d’una  aplicacio  continua  es  contfnua,  p~ 1 
es  continua. 
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Diferencial  injectiva.  La  matriu  de  dtpQ,  Q  e  U,  es 

(  1  0  \ 

!  o  l 

dh  dh 
\  дх  ду  ) 

(les  derivades  en  el  punt  Q )  que  te  clarament  rang  2.  □ 

La  Proposicio  4.2.1  te  una  mena  de  recfproc: 

Proposicio  4.2.2  Tota  superficie  es,  localment,  la  grafica  d’una  funcio. 

Demostracio.  Sigui  (U,<p)  una  parametritzacio  local  de  S,  i  sigui  P  =  <p(Q) 
amb  Q  eU.  Com  que  la  rnatriu  de  dpQ  te  rang  2  un  dels  tres  determinats 

д(р\р2).  д(р\р3)_  д(р\р 3). 

d(u,v)  ’  д (u,v)  ’  д (u,v) 

es  diferent  de  zero  en  cl  punt  Q. 

Permutant  si  cal  les  variables  podem  suposar  que  cl  que  es  diferent  de 
zero  es  el  primer.  Veurem  que  llavors  podem  posar  localment  z  =  f(x,y), 
per  a  una  certa  funcio  difcrenciable  f,  i  la  superficie  sera  doncs  localment  la 
grafica  de  /. 

En  efecte,  aplicant  cl  teorema  de  la  funcio  inversa,  pagina  17,  a  l’aplicacio 

h  =  (pl,p2)  :  U  -^M2 

donada  per 

h(u,v)  =  (pl(u,v),p2(u,v)), 

cosa  que  podem  fer  perque  dhQ  es  isomorfisme,  sabem  que  existeix  un  entorn 
obert  V  de  Q  a  U  tal  que  W  =  h(V)  es  un  entorn  obert  de  h(Q)  a  №2  i 

h:V  — ¥W 

es  un  difeomorfisme. 

Llavors  p(V)  es  la  grafica  Gf  de  la  funcio  /  =  p3  o  h :  W  — »  № 

Gf  =  {(x,y,f(x,y));(x,y)eW} 

=  {(x,yj(x,y));  (x,y)  =  h(u,v),(u,v)  e  V] 

=  {(p^(u,  v),  p2(u,  v),  p3(u,  v));  (u,v)  E  V} 

=  p(V).  □ 


,  ja  que 
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Figura  4.1:  Localment  grafica 


Nota  4.2.3  La  frase  “permutant  si  cal  les  variables”  que  hem  usat  mes 
amunt  implica  que  hem  demostrat  que  tota  superficie  es  grafica  d’una  funcio 
dcl  tipus  г  =  f(x,  y),y  =  д(х,  z),  o  х  =  h(y,  z). 

Exemple  4.2.4  L’esfera  no  es  la  grafica  d’una  funcio,  en  canvi  l’hemisferi 
nord  es  la  grafica  d e  z  =  +\fR2  —  х2  —  у2. 

4.3  Valors  regulars 

Es  molt  util  saber  que  l’antiimatge  d’un  valor  regular27  es  una  superficie.  En 
aquest  cas,  a  diferencia  de  la  situacio  que  tenim  per  a  grafiques  de  funcions, 
necessitarem  en  general  mes  d’una  carta  per  recobrir-la.  Concretament 

Proposicio  4.3.1  Sigui  f  :  W  CK3  — *  R  diferenciable  sobre  l’obert  W ,  i 
sigui  a  G  M  tal  que  dfP  J  0  per  a  tot  P  e  /_1(а).  Llavors  S  =  /_1(а)  es  una 
superficie. 

Demostracio.  La  condicio  dfP  ф  0  ens  diu  que  dfP  es  exhaustiva.  Pel  teorema 
d’estructura  de  les  submersions  locals,  Teorema  2.2.1,  pagina  25,  existeix  un 
obert  V  de  №3  i  un  difeomorfisme  h  :  V  — >  h(V)  C  W,  amb  P  G  h(V),  i 

27Un  punt  а  £  Km  es  un  valor  regular  de  F  :  Rn  — >  Km  si  en  tot  punt  P  de  la  fibra  de 
a,  P  £  F_1(a),  la  diferencial  de  F  en  P,  dFp,  es  exhaustiva. 
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h(V)  obert  de  W,  tal  que 

f(h(x,y,z ))  =  х. 

Com  P  G  h(V)  existeix  Q  =  {q\,q-2,  Цз)  G  V  tal  que  P  =  h(Q).  Aplicant  / 
veiem  que  ha  de  ser  qi  =  а,  ja  que 

a  =  f(P)  =  f(h(Q))  =  qi. 

Prenem 

U  =  {(u,v)  G  M2;  (a,u,v)  G  V}, 
i  (p  :  U  — У  №3  donada  per 

(p(u,  v)  =  h(a,  u,  v).28 

Observem  qne  U  0  ja  qne  (q^,  qQ  G  U.  Clarament  (p(U)  C  /_1(а)  ja 
qne  f(h(a,u,v))  =  a. 

Observem  qne  (p(U)  =  /г(С)П/_1(а),  i  es  per  tant  un  obert  de  S  =  /_1(а) 
amb  la  topologia  relativa. 


28Per  tal  com  hem  construi't  h  en  el  teorema  d’estructura  de  les  submersions  locals, 
pagina  25,  sabem  que  es  de  la  forrna  h(x,y,z)  =  ( *,y,z ).  Per  tant,  la  carta  local  de 
la  superficie  f(x,y,z)  =  a  es  construeix  agafant  dues  de  les  variables  com  a  parametres 
i  aillant  la  tercera  a  l’equacio  f(x,y,z)  =  a.  Per  exemple,  si  podem  agafar  y,z  com  a 
parametres  (amb  la  notacio  habitual  у  =  u,  z  =  v)  tenim 

(р(у,  z)  =  h(a,  у,  z)  =  (x(a,  у,  z),  у,  z) 

amb  f(x(a,  y,z),  y,z)  =  a.  Es  justament  el  Teorema  de  la  Funcio  Implicita:  х  queda 
definida  imphcitament  corna  funcio  de  у  \  z  per  la  condicio  f(x,  у,  z)  =  a. 
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Les  dues  condicions  que  ha  de  complir  p  per  tal  de  que  (U,  p)  sigui  carta 
local  son 

1)  р  :  U  — »  ф(ЈЈ)  homeomorfisme.  Es  clarament  continua  i  injectiva.  Per 
veure  que  es  homeomorfisme  sobre  la  irnatge  falta  veure  que  p~x  es  continua. 
Регб,  p~l  =  7г  o  h^vy  on  7г(х,  у,  z)  =  (у,  z),  de  manera  que  p~x  es  continua, 
per  ser  composicio  d’aplicacions  continues  (la  restriccio  d’una  contfnua  es 
continua) . 

2)  dpp  injectiva,  per  a  tot  P  G  U.  La  matriu  de  dpp  esta  formada  per 
dues  de  les  columnes  de  dh,Q  que  son  doncs  linealment  independents.  De  fet 

др  dh  др  dh 

-(u,v)  =  Tu(a,n,v),  -M  =  Tv(a,u,v).  □ 

Si  n  —  3  i  m  =  1  el  clibuix  es  mes  o  menys  aixi: 


Submersio  amb  n  =  3  i  m  —  1. 

Exemple  4.3.2  Donada  la  funcio  f(x,y,z)  =  х2  +  у2  —  z2 ,  estudiem  si  el 
conjunt 

/_1(а)  =  {Od  У ,  z)  e  K3;  х2  +  у2  -  z2  =  a} 
amb  a  G  R,  es  o  no  una  superficie. 
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Solucić.  La  diferencial  de  /  en  P  =  (х,  у,  z)  te  per  rnatrin,  respecte  de  les 
bases  canoniqnes, 

dfP  —  (  2x  2 у  —2 z  )  . 

i  per  tant  podem  assegurar  que  dfp  0  en  tot  punt  diferent  de  l’origen.  Si 
o/0  l’origen  no  pertany  a  /_1(а),  i  per  tant  dfp  0  en  tot  punt  de  /_1(а). 
Per  la  Proposicio  4.3.1  el  conjunt  de  punts  de  №3  tals  que 

х  +  у  —  z  =  а,  а  /  0, 

es  una  superffcie.  Es  tracta  d’un  hiperboloide  de  revolucio,  d’un  full  si  а  >  0 
o  de  dos  fulls  si  а  <  0. 

Si  volem  explicitar  les  cartes  locals  d’aquest  hiperboloide,  seguint  la  de- 
mostracio  dcl  teorema,  nornes  hem  de  recordar  que  existeix  un  difeomorfisme 
h  :  V  — >  h(V )  amb  V  i  h(V),  oberts  de  №3,  tal  que  f(h(x,y,z))  =  х. 
Podem  escriure  h  explfcitament,  ja  que  es  l’inversa  local  de  l’aplicacio 

g  :  №3  — >  № 


donada  per 

g(x,y,z)  =  (х2  +  y2  -  z2,y,z). 

Per  tal  de  poder  afirmar  que  dgp  es  isomorfisme  nornes  ens  cal  que  la  primera 
component  de  P  sigui  cliferent  de  zero.29  Observem  que  h  =  g~x  esta  donada 
per 

h(x,y,z)  =  (у/х-  у2  +  z2,y,z). 

Llavors  prenem 


U  =  {(u,  v)  G  №2;  (а,  u,  v)  E  V} 


ip(u,v)  =  h(a,u,v)  =  (V a  —  u2  +  v2,  u,  v). 


Ja  es  veu  doncs  que,  tal  com  hem  dit  en  el  peu  de  pagina  28,  pagina  93, 
a  la  practica  per  trobar  la  carta  local  la  unica  cosa  que  farem  es  fixar  dues  de 

29Si  fos  la  segona  component  de  P  la  que  fos  diferent  de  zero  hauriem  d’agafar 

g(x,  у,  z)  =  (х,  х2  +  у2  -  z 2,  z). 


A  aixo  ens  referiem  quan  deiem  “canviant  si  cal  el  nom  de  les  coordenades”  en  la  demos- 
tracio  del  teorema  d’estructura  de  les  submersions  locals,  pagina  21. 
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les  variables,  per  exemple  y,z  com  coordenades  u,v,  i  aillar  (si  es  pot)  la  х 
de  l  ’ equacio  х2  +  у2  —  z2  =  a.  Es  el  Teorema  de  la  Funcio  Implicita. 

Е1  signe  de  l’arrel  qnadrada  es  determina  segons  el  punt  P  qne  estem 
considerant  tingni  primera  component  positiva  o  negativa. 

Perd  aquesta  Proposicio  no  cliu  res  en  el  cas  o  =  0,  es  a  dir,  sobre  /_1(0), 
perque  hi  ha  un  punt  en  aquesta  fibra  (el  (0,  0, 0))  on  dfp  =  0. 

Aquest  conjunt,  х2  +  y2  =  z2  es  un  con  de  revolucio,  que  no  es  localment 
homeomorf  al  pla  (si  prenem  un  entorn  del  punt  (0,  0,  0)  en  cl  con  i  traiem 
aquest  punt  obtenim  un  subconjunt  disconnex,  rnentre  que  en  cl  pla  si  traiern 
un  punt  d’un  entorn  obert  d’un  punt  obtenim  un  subconjunt  соппех). 

Si  prenem 

{(ж,  у,  z)  G  №3;  х2  +  у2  =  z 2;  z  >  0} 

llavors  si  que  tenirn  una  supcrficie,  com  es  veu  aplicant  la  Proposicio  4.3.1  a  la 
mateixa  funcio  /  abans  considerada  pero  definida  ara  a  l’obert  №3\{(0,  0,  0)}. 
Si  en  lloc  de  posar  z  >  0  posem  z  ^  0  obtcnim  tarnbe  una  superffcie,  perb 
no  соппеха.  □ 


4.4  Funcions  diferenciables  sobre  superficies 

Sigui  S  CK3  una  superficie  regular.  Sabem,  dels  cursos  d’Analisi,  que  vol  dir 
que  una  aplicacio  definida  sobre  un  obert  de  №n  a  №  sigui  difcrenciable.  Perb 
com  que  una  superffcie  de  №3  no  es  un  obert  de  №3,  no  sabem  en  principi  que 
vol  dir  que  una  aplicacio  /  :  S  — >  №  sigui  diferenciable.  Donem  la  definicio 
segiient. 

Defmicio  4.4.1  Direm  que  una  aplicacio  f  :  S  — »  №  es  diferenciable  en  un 
punt  P  G  S  si  existeix  una  parametritzacići0  local  <р  :  U  C  №2  — »  S,  amb 
P  G  <p(U),  tal  que  l’aplicacio  f  =  f  °  <p  :  U  c№2  — *  №  es  diferenciable  en 
el  punt  Q  tal  que  <p(Q)  =  P. 


30Veurem  que  si  val  per  a  una  parametritzacio  val  per  totes,  Proposicio  4.4.4. 
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Com  sempre,  es  diu  que  /  :  S  — >  M  es  diferenciable  en  un  obert  V  de  S 
si  es  diferenciable  en  cada  punt  de  V. 

I  tambe  com  sempre,  es  diu  que  una  aplicacio  de  /  :  S  — >  es  diferenci- 
ablc  si  cadascuna  de  les  seves  k  components  es  diferenciable.  Equivalentment, 
quan  /  o  ip  :  U  — >  Mfc  es  diferenciable. 

En  particular,  p_1  :  (p(U)  — >  U  es  diferenciable  ja  que  (р~г  cnp  es  la  iden- 
titat,  i  per  tant  diferenciable.  Podern  dir,  doncs,  que  (p  es  un  difeomorfisme 
en  cl  sentit  de  que  es  una  aplicacio  diferenciablc  amb  inversa  diferenciablc 
entre  un  obert  de  M2  i  un  obert  de  la  superffcie. 

Pero  que  (р~г  sigui  diferenciable,  segons  la  definicio  4.4.1,  no  es  massa 
important,  cl  que  es  important  es  que  (р~г  es,  localment,  la  restriccio  a  la 
superficie  d’una  aplicacid  diferenciable  definida  en  un  obert  de  M3.  Concre- 
tament  tenim  la  proposicio  seguent. 

Proposicio  4.4.2  Sigui  (p  :  U  C  M2  — >  S  una  carta  local  d’una  superftcie 
S.  Per  cada  punt  Q  G  U ,  existeix  un  entorn  obert  V  de  P  =  (p(Q)  a  M3  i 
una  aplicacio  diferenciable  g  :  V  — >  U  tal  que  g(V)  es  obert  deU  i  tal  que, 
sobre  V  П  tp(U ),  g  =  <p~x . 

Demostracio.  Apliquem  el  Corol-lari  2.1.2,  pagina  23,  a  (p.  □ 

Corol-lari  4.4.3  Sigui  (V,  ф)  una  carta  local  d’una  superficie  S  i  sigui  U 
un  obert  de  Шк,  per  algun  k,  i  sigui  f  :  U  — >  if(V)  C  M3  una  aplicacio 
diferenciable.  Llavors  /с1  o  f  :  U  — >  V  es  diferenciable. 

Demostracio.  Com  sabem,  per  la  Proposicio  4.4.2,  que  г/А1  es  localment  la 
restriccio  a  la  superffcie  d’una  aplicacio  diferenciablc  g  d’un  obert  de  M3  a 
M2,  tenim,  en  un  entorn  de  cada  punt  de  U,  o  f  —  g  o  f  i  es,  per  tant, 
diferenciable  per  ser  composta  de  diferenciables.  □ 


Per  exemple,  si  7 (t)  es  una  corba  de  M3  amb  traga  continguda  en  una 
carta  local  if(V)  de  S,  es  clar,  per  ser  ф  homeomorfisme,  que  existeix  a(t) 
corba  sobre  V  tal  que  j(t)  =  ip(a(t)).  Pero  es  a(t)  difcrenciable?  Doncs, 
justament  pcl  CoroMari  4.4.3,  amb  k  =  1  i  /  =  7,  com  a  =  /с1  o  7,  aquesta 
a  es  diferenciable. 
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Una  remarca  important  es  que  si  /  :  S  — >  M  es  diferenciable  en  P, 
perque  existeix  una  carta  local  tp  :  U  C  M2  — >  S  amb  P  6  </?([/),  tal  que 
/  o  tp  es  diferenciable  en  Q  amb  tp(Q)  =  P  (defmicio  4.4.1),  llavors  qualsevol 
altra  parametritzacio  iJj  :  V  C  M2  — >  S,  amb  P  G  ф(У),  compleix  que  /  o  ф 
es  diferenciable  en  Q',  amb  ф( Q ')  =  P,  ja  que,  en  un  entorn  prou  petit  de 
Q',  tenim  que 

f  оф=  (fotp)  O  (tp-1  оф), 

i  ГарНсасш  p~x  o  ф,  anomenada  canvi  de  parametres  o  canvi  de  coordena- 
des,  es  difeomorfisme  local,  com  veurem  a  continuacio,  i  per  tant  /  o  ф  es 
diferenciable  per  ser  composicio  de  diferenciables. 

Proposicio  4.4.4  (Canvi  de  coordenades)  Siguin  p  :  U  — >  S  i  ф  : 

V  — >  S  dues  parametritzacions  locals  d’una  superficie  S  a  l’entorn  d’un 
punt  P  e  S,  i  denotem  W  =  p(U)  П  ф(у).  Aleshores,  Vaplicacio  ф o  p  : 
p~x( W)  — >  ^_1(W)  es  diferenciable,  amb  inversa  p~x  o  ф  diferenciable. 

Demostracio.  Conseqiiencia  del  CoroMari  4.4.3  amb  /  =  p.  □ 


Е1  nom  canvi  de  coordenades  prove  de  que  si  un  punt  P  G  S  es  de  la 
forma  P  =  p(uq,v o)  es  diu  que  P  te  coordenades  (и0,г»о),  respecte  de  p. 
Pero  pot  ser  que  el  mateix  punt  s’escrigui  com  P  =  ф(и\,иф)  respecte  d’una 
altra  carta  local  ф,  i  llavors  P  te  coordenades  (ui,v±),  respecte  de  ф. 

Les  relacio  entre  (uq,v 0)  i  (u\,vi)  esta  donada  justament  per 

(mi,ui)  =  ф o  p(uq,vq) 
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i  per  aixo  гј  1  o  p  es  diu  canvi  de  coordenades. 


4.5  Espai  tangent 

Defmicio  4.5.1  Sigui  P  un  punt  d’una  superficie  S.  L’espai  tangent  a  la 
superficie  en  P ,  TpS ,  es  el  subconjunt  de  №3  format  pel  vectors  tangents  en 
P  de  totes  les  corbes  sobre  S  que  passen  per  P. 

Es  a  dir 

TPS  =  {v  G  №3;  3 a  :  (— e,  e)  — »  S  diferenciable  ,  a(0)  =  P,v  =  а;(0)}. 
Veurem  a  continuacio  que  TPS  es  un  subespai  vectorial  de  №3. 


Proposicio  4.5.2  Sigui  P  un  punt  d’una  superficie  S.  L’espai  tangent  a  la 
superficie  en  P,  TPS ,  es  un  subespai  vectorial  de  №3  de  dimensio  2. 

Demostracio.  Sigui  ( U ,  <р)  una  carta  local  amb  P  G  (p(U).  Les  corbes  sobre  S 
que  passen  per  P  es  poden  escriure  com  q(f)  =  p(a(t)),  on  a(t)  =  (u(t),v(t)) 
es  una  corba  de  U.  En  efecte,  pel  Corol-lari  4.4.3  amb  k  =  1,  sabem  que 
а  =  p~l  o  'у  es  diferenciable. 

Prenem  una  d’aquestes  corbes  i  suposem  que  P  =  <p(uo,vo)  i  a(t o)  = 
(uoV;o)  de  manera  que  j(to)  =  <p(a(t0))  =  P. 

Per  calcular  el  vector  tangent  en  el  punt  P  nomes  hem  de  derivar, 


d<p(a(t)) 


dt  \t=to 


ćV\ 


du  f  др 

ди  J  Uun.vn)  dt  \dv 


dv 

|(«о,ад)  clt  |г=г° 


(4.2) 


Ara  be, 


диЈ  \(uo,v0) 


др1  др2  др 3 
ди  ди  ’  ди 


|(«о,«о) 


es  el  vector  tangent  a  la  corba  p(u0  +  t,  vq)  en  t  =  0,  i 


fdp\  _  /ćV  V  <V\ 

\dv)\(uo,vo)~  V  dv  ’  dv  ’  dv  J\(uo,vo) 

es  cl  vector  tangent  a  la  corba  p(u0,v0  + 1)  en  t  =  0. 
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Am  doncs,  la  igualtat  (4.2)  diu  que  tot  vector  tangent  a  la  superffcie  en 
P  es  combinacio  lineal  dels  dos  vectors  de  №3  (lincalment  independents  per 
definicio  de  superficie)  tangents  a  la  superffcie  en  P 


Recfprocament,  qualsevol  combinacio  lincal  d’aquests  vectors 


Л 


(М)м+џ 


|(«о,г>о) 


es  vector  tangent  en  P  a  una  corba  sobre  la  superficie,  concretament  a  la 
corba  +  Л t,  vq  +  jit) ,  en  t  —  0. 

Aixi,  doncs,  hem  vist  que 


TPS  = 


per  a  qualsevol31  carta  local  que  contingui  P. 
Com  P  es  arbitrari  tenim  que 


Tip(u,v) 


s  = 


dtp  др\ 
ди  ’  dv  / ' 


□ 


Е1  pla  de  l’espai  afi  №3  que  passa  pcl  punt  P  i  te  espai  vectorial  director 
TPS  es  diu  pla  (afi)  tangent  a  la  superffcie  en  P.  Per  tant,  la  seva  equacić  es 


X 


Р  +  Л 


( ( др\ 

\~дп  )  +  ^  \  ~dv  )  ’ 

Vau/|+o,<;o)  \ии/  |(u0)W0) 


Л,  /i  G  №. 


Aquesta  distincio  entre  subespai  vectorial  i  subespai  aff  tarnbe  s’ha  donat 
en  estudiar  corbes:  la  corba  7 (t)  te  vector  tangent  en  t  =  t0  e  1  vector  ј'(г0) 
i  recta  tangent  q(t0)  +  (,y,(t0)). 


Observem  finalment  que  si  S  esta  donada  com  els  zeros  d’una  certa  funcio 
f  :  U  C  №3  — у  №,  essent  0  valor  regular,  llavors 

TpS  =  V /(P)x, 

(vegeu  l’exercici  4.7.5). 


31La  definicio  de  TpS  no  depen  de  les  cartes  locals. 
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Nota  4.5.3  Si  (U,tp)  es  una  carta  local  de  S,  com  tp  es  una  aplicacio  di- 
ferenciable  de  M2  a  M3,  te  perfecte  es  sentit  considerar  la  seva  diferencial 
dp>Q  :  M2  — >  M3  en  un  punt  Q  e  U .  Pero  per  la  Proposicio  2.0.3,  podem 
escriure  dtpQ  :  M2  — *  TPS  i  per  ser  la  diferencial  de  tp  injectiva  aqnesta 
aplicacio  es  un  isomorfisme  i 

Мз(М2)  =  TpS,  P  =  <p{Q). 


Nota  4.5.4  (Notacio)  Per  simplificar  la  notacio  escrinrem  tarnbe 


<Pu  = 


д  ip 

дп’ 


^Pv 


др 

dv 


o,  si  ens  conve  especificar  el  pnnt, 


Tu(uo,v0) 


др 

ди 


(u0,v0); 


<Pv(uo,v  o) 


д<р 

dv 


(uo,v0) 


4.6  Diferencial  d’una  aplicacio  entre  superficies 

Recordem  qne  ja  sabem  qne  vol  dir  qne  una  aplicacio  d’una  superffcie  S  a 
Mfc  sigui  diferenciable  (definicio  4.4.1  component  a  component). 

Com  una  aplicacio  entre  dnes  superffcies  es  en  particular  una  aplicacio 
de  la  primera  superffcie  a  M3  te  sentit  dir  que  una  aplicacio  entre  superffcies 
es  diferenciable.  Concretament, 

Definicio  4.6.1  Una  aplicacio  F  :  S\  — >  S2  entre  dues  superficies  es  diu 
que  es  diferenciable  si  es  diferenciable  com  aplicacio  de  5ј  a  M3. 

En  particular,  si  ( U ,  <p)  es  una  carta  de  S±,  l’aplicacio  F  o  <p  :  U  — >  S2  es 
diferenciable  (com  aplicacio  de  M2  a  M3). 

Tarnbe  es  pot  dir  que  F  es  diferenciable  quan  la  seva  erpressio  en  coor- 
denades  es  diferenciable.  Concretament, 

Proposicio  4.6.2  Una  aplicacio  F  :  Sj  — >  S2  entre  dues  superficies  es 
diferenciable  si  i  nomes  si  per  a  tota  carta  local  (U,  <p)  de  Sj  i  tota  carta  local 
(V,ip)  de  S2  amb  F(<p(U))  C  ip(V)  l’aplicacio  o  F  o  <p  :  U  — >  V  es 
diferenciable. 
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Demostracio.  Suposem  primerament  que  F  es  diferenciable  com  aplicacio 
de  S\  a  №3.  Per  definicio  tenim  que  F  o  p  es  diferenciable.  Pel  Corol  lari 
4.4.3  hem  acabat. 

Recfprocament,  ara  sabem  que  o  F  o  p  es  diferenciable.  Composant 
amb  ф  dedui'm  que  F  o  p  es  diferenciable.  □ 

Ara  voldrfem  parlar  de  la  diferencial  d’aquesta  aplicacio.  No  ho  podern 
fer  a  partir  de  la  Definicio  2.0.1,  pagina  13,  ja  que  involucra  derivades  parcials 
que  ara  no  tenim  ja  que  F  no  esta  definida  en  un  obert  de  №3. 

En  canvi  sf  que  podem  usar  la  definicio  equivalent  de  diferencial  d’una 
aplicacio  donada  a  la  Proposicio  2.0.3,  pagina  16. 

Concretament  tenim  la  definicio  segiient. 

Definicio  4.6.3  Sigui  F  :  S\  — >  S2  una  aplicacio  diferenciable  entre  su- 
perficies  i  sigui  P  e  S\ .  La  diferencial  de  F  en  cl  punt  P  es  l  'aplicacio 

dFP  :  Tp(Si)  — >  TF(P)S2 


donada  per 

dFP(w)  =  F(of(t)),  \/w  E  TpSi, 

dt\t=o 

on  7 (t)  es  una  corba  sobre  S i  tal  que  q(0)  =  P  i  7;(0)  =  w. 

Primera  observacio.  La  imatge  de  TPS\  per  dFP,  en  principi  un  subespai 
vectorial  de  №3,  esta  continguda  a  TF(P)S2.  Aixo  es  aixi  ja  que  la  corba 
F(q(t))  esta  clarament  continguda  a  S2,  i  per  tant,  la  seva  derivada  pertany 
a  l’espai  tangent  corresponent. 

Segona  observacio.  Es  suficient  que  7  estigui  definida  en  un  petit  entorn 
de  zero,  per  exemple  sobre  (— e,  e).  Que  P  sigui  el  punt  de  parametre  t  =  0 
i  no  un  altra  valor  t  =  to  es  unicament  per  comoditat.  Observeu  que  si 
7  :  (čo  —  e,  to  +  e)  — *  S  es  tal  que  q(t0)  =  P  i  7 '(to)  =  w  llavors 

dFp(w)  =  F(7(Q). 

Clt  \t=to 


Tercera  observacio.  Aquesta  definicio  es  una  bona  definicio,  en  el  sentit 
de  que  110  depen  de  la  corba  integral  elegida.  En  efecte,  com  que  7(f)  es  una 
corba  sobre  5),  si  prenem  una  carta  p  :  U  C  №2  — >  №3,  amb  P  €  p(U), 
existeix  una  corba  diferenciable  a(t)  =  (■ u(t),v(t ))  sobre  U,  definida  per  a 
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valors  petits  de  t,  tal  que  7 (t)  =  (p(a(t))  (vegeu  corol-lari  4.4.3,  pagina  97,  i 
comentari  posterior). 

Llavors  F  o  (p  es  una  aplicacio  definida  sobre  un  obert  U  de  M2,  a  valors 
№3,  i  per  tant  podern  parlar  de  la  seva  diferencial.  Es  complcix  que 

dFP(w)  =  F(j(t)) 

dt  |t=o 

=  d{F  O(p)a{0)(a'(0)),  (4.3) 

i  aquest  darrer  terrne  nornes  depen  de  P  i  w,  i  no  de  a,  ja  que  a(0)  queda 
determinat  per  la  condicio  7(0)  =  P  =  <^(a(0))  i  a'(0)  queda  detcrminat  per 
la  condicio  (d<^)a(o)(a'(0))  =  w,  ja  que  la  diferencial  de  p  es  injectiva, 

Quarta  observacio.  Aquesta  aplicacio  es  lineal. 

En  efecte,  tal  com  hem  vist  a  la  nota  4.5.3,  l’aplicacm  dpa{0)  es  un  iso- 
morfisme  entre  M2  i  TpS. 

Aixf,  la  igualtat  (4.3),  es  pot  escriure  com 

dFP(w)  =  d(F  o  p)a(0)  o  [dpa{ 0)]_1(гс) 

i  dFp  es  lineal  per  ser  composicio  d’aplicacions  lineals.32 

Teorema  4.6.4  (Teorema  de  la  funcio  inversa  per  a  superffcies)  Si- 

диг  F  :  S\  — »  S2  una  aplicacio  diferenciable  entre  superficies  i  suposem  que 
la  seva  diferencial  en  P,  dFP  :  TPSi  — »  TF(P)S2  es  isomorfisme.  Llavors 
existeix  un  entorn  obert  Vj  de  P  en  S\  i  un  entorn  obert  V2  de  F(P)  en  S2 
tal  que  F  :  Vj  — »  V2  es  difeomorfisme. 

Demostracio.  Sigui  (U\,p)  una  parametritzacio  de  Sj,  amb  P  G  p(U\)  i 
sigui  (U2,  ф)  una  parametritzacio  de  S2,  amb  F(P)  e  ф( U2 ).  L’aplicacio 
F  =  o  Fop  (expressio  en  coordenades  de  F)  es  diferenciable,  com  es  veu 
immediatament  aplicant  cl  CoroMari  4.4.3  amb  f  =  F  o  p. 

La  seva  diferencial  es  la  composta  de  tres  aplicacions  lincals  injectives33 
i  per  tant  es  injectiva,  i  com  va  de  №2  a  M2  es  isomorfisme.  Pel  teorema  de 

320bservem  doncs  cjue  haguessim  pogut  definir  clirectament  dFp  =  d(F o  p)qo  (dpo)-1 
que  correspon  essencialment  a  pensar  F  =  (F  o  p)  o  p-1  i  aplicar  la  regla  de  la  cadena. 
33Hem  de  pensar  les  tres  diferencials  d’acord  amb  la  definicio  4.6.3. 
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la  funcio  inversa  aquesta  aplicacio  F  es  un  difeomorfisme  local.  Existeixen 
doncs  oberts  W\  C  Ui,  W2  C  f/2  tals  qne  F  :  W\  — >  W2,  es  difeomorfisme. 
Prenent  Vi  =  i  V2  =  fi>(W2)  tenim  qne  F  =  ф  o  F  o  :  Vj  — *  V2,  es 

a  dir,  F  coincideix  sobre  V\  amb  la  composicio  ф  o  F  o  (p^1  de  tres  aplicacions 
bijectives  i  es  per  tant  bijectiva. 


и 


F 


V2 


Ф 


F 

Wx  - -  W2 

Per  venre  qne  F~l  tarnbe  es  diferenciable  nornes  hem  d’observar  qne 
F~l  =  (p  o  F"1  o  ф :  V2  — >  Vj  i  per  tant  F_1  es  diferenciable  ja  qne 
F-1  o  ф  =  (p  o  qne  es  diferenciable.  Per  tant  l’aplicacio  diferenciablc  F 
es  localment  bijectiva  amb  inversa  diferenciable,  es  a  dir,  es  un  difeomorfisme 
local.  □ 


4.7  Exercicis 


Exercici  4.7.1  Suposem  S  donada  com  grafica  d’una  funcio  z  =  h(x,y). 
Sigui  ir(x,y,z)  =  (x,y),  Demostreu  que  per  a  cada  punt  P  €  S  la  restriccio 
de  la  diferencial  de  тт  a  TPS,  dTiP\Tps,  es  isomorfisme.3A 

Solucio.  La  matriu  de  d.nP  respecte  de  les  bases  canoniques  es 

1  0  0 
0  1  0 

de  manera  qne  Vu  =  (iq,  г;2,  г>з)  e  M3,  dnp(v)  es  cl  vector  de  coordenades 


/10  0 
(0  1  0 


Vl 

1’2 

V3 


V\ 

V2 


Per  tant,  dnP(v)  =  0  si  i  nomes  si  г?1  =  v2  =  0. 

Per  altra  banda,  TP(S)  esta  generat  pels  vectors  (1,0 ,hx),  (0,1,  hy),  de 
manera  qne  si  v  =  (0,  0,  г?з)  e  TP(S)  ha  de  ser  г?з  =  0. 

Resnmint,  dnP(v)  =  0  implica  v  =  0,  per  tant  dnP  es  injectiva,  i  per  tant 
isomorfisme. 


34 Е1  teorema  4.6.4  implica  llavors  que  7Г|5  es  difeomorfisme  local. 
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Exercici  4.7.2  Sigui  S  ипа  superficie.  Sigui  џ>  :  U  C  №2  — >  S,  amb 
U  obert  de  №27  una  aplicacio  ‘candidata’  a  carta  local,  de  la  qual  sabem 
que  es  diferenciable,  injectiva,  amb  diferencial  injectiva  en  tot  punt  de  U. 
Demostreu  que  (U,(p)  es  carta  local,  es  a  dir,  que  ip  es  oberta  (unica  condicio 
que  ens  faltava). 

Solucio.  Volem  veure  que 

C'  •  V(U)  —>  U 

es  continua.  Per  a  aixo  fixarem  P  e  <p(U)  i  veurem  que  existeix  un  entorn 
obert  de  P  en  <p(U)  on  ус1  coincideix  amb  una  funcio  continua.  Com  la 
continuitat  es  una  qiiestio  local  haurem  acabat.35 

Podem  suposar,  per  la  Proposicio  4.2.2,  que  existeix  un  entorn  obert  V 
de  №2,  i  una  funcio  h  :  V  — >  №,  tal  que  la  grafica  de  h 

Gh  =  {(x,y,h(x,y));  (x,y)  G  V} 

es  un  obert  de  S  (que  conte  P ).  Denotem  7г  la  projeccio  sobre  les  dues 
primeres  components:  тг(х,  у,  z)  =  (х,  у ) 

Afirmem  que  7Г  o  ip  :  U  — >  №2  es  un  difeomorfisme  local  en  Q,  on  Q  G  U 
es  el  punt  tal  que  <p(Q)  =  P. 

Pel  teorema  de  la  funcić  inversa  nomes  hem  de  veure  que  dfn  o  tp)q  es 
isomorfisme. 

Pero 

d( 7Г  o  ip)Q  =  dnp  o  dtpQ 

Com  cfy?Q(№2)  C  TP(S), 

d(n  o  tp)Q  =  diTp\TP(s)  °  dpQ. 

Aixi,  per  l’exercici  4.7.1,  d( 7г  o  p)Q  es  composta  d’aplicacions  lineals  in- 
jectives,  i  per  tant  injectiva. 

Existeix  doncs  W  entorn  obert  de  Q  en  U  i  Q  entorn  obert  de  (7го p)(Q)  = 
7Г  (P)  en  №2  tal  que 

7Г  o  p  :  W  — >  D 

es  difeomorfisme.  Denotem  /  aquest  difeomorfisme,  es  a  dir  /  =  ( 7Г  o  p)\w- 
Observem  que  p(W)  es  obert  de  Gh  i  per  tant  obert  de  S.  Aixo  es  degut  a 

35Recordem  cjue  una  funcio  es  contmua  en  un  obert  quan  es  contmua  en  cada  punt 
d’aquest  obert;  i  que  una  aplicacio  entre  espais  topologics  F  :  X  — >  Y  es  continua  en  un 
punt  P  £  X  quan  per  a  qualsevol  entorn  obert  W  de  F(P)  en  Y  existeix  un  entorn  obert 
V  de  P  en  X  tal  que  F(V)  C  W. 
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Figura  4.2:  Composicio  de  contfnues 


que  f(W)  =  7 r((p(W))  es  obert  per  ser  /  difeomorfisme,  i 

<p(W)  =  Gh  П  7t_1/(VF). 

Llavors  :  (fi(W)  — >  W  compleix  que 

=  f1  °  Цч>{\У), 

com  es  veu  facilment  aplicant  /  als  dos  costats  d’aquesta  igualtat.  Per  tant, 
es  composta  de  continnes  i  per  tant  contfnua. 

Exercici  4.7.3  Sigui  S  una  superficie  i  U  un  obert  de  Шк.  Si  F  :  U  C 
Шк  — *  S  i  G  :  S  — *  Mm  son  diferenciables,  la  composta  ho  es. 

Solucio.  Observem  primerament  qne  aqnest  enunciat  no  es  evident,  ja  qne 
no  sabern  qne  G  sigui  difcrenciable  com  aplicacio  de  M3  a  Mm.  No  obstant, 
localment  podern  escriure,  per  la  Proposicio  4.4.2, 

G  o  F  =  (G  o  (p)  o  (h  o  F) 

amb  h  diferenciablc  d’un  obert  de  M3  a  M2,  tal  qne  h  =  sobre  S,  i  aixo  si 
qne  es  una  composicio  d’aplicacions  diferenciables,  h  o  F  de  Mfc  a  M2,  i  G  o  Lp 
de  M2  a  Mm.  Aqnesta  iiltima  es  diferenciablc  per  ser  G  diferenciable. 
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Exercici  4.7.4  (Projeccio  estereografica)  Recobrim  l’esfera  amb  dues  car- 
tes,  una  per  la  inversa  de  la  projeccić  estereografica  des  del  pol  nord  sobre  el 
pla  per  l  ’equador  i  l  ’altre  per  la  inversa  de  la  projeccio  estereografica  des  del 
pol  sud  sobre  el  pla  per  l’equador.  Escriviu  el  canvi  de  coordenades. 

Solucio.  La  projeccio  estereografica 


7Гдг 


S% 


x  {0} 


des  del  pol  nord  sobre  l’equador36  d’una  esfera  de  radi  R  esta  donada  per 
(s’ha  de  resoldre  una  equacio  de  segon  grau) 


TTN(x,y,z) 


Rx  Ry 
n  —  z’  R  —  z 


,0) 


La  seva  inversa,  Lp  :  №2  — *  Sfi,  esta  donada  per 

1 


ip{x,y)  = 


х2  +  у2  +  R2 


(2 xR2, 2 yR2,  R(x 2  +  y-  R2)) 


i  es  una  carta  local  o  parametritzacio  de  Sfi.  Е1  pol  nord  no  pertany  a  </з(№2). 
La  projeccio  estereografica 


Sl 


х  {0} 


des  del  pol  sucl  sobre  l’equador  d’una  esfera  de  radi  R  esta  donada  per 


ns(x,y,z) 


Rx  Ry 
n  +  z’  R  +  z’ 


0) 


La  seva  inversa,  :  №2  — у  Sfi,  esta  donada  per 

1 


Ф(х,у)  = 


х2  +  у2  +  R2 


(2 xR2,  2 yR2,  - R(x 2  +  у2  -  R2)) 


i  es  una  carta  local  o  parametritzacio  de  Sfi.  Nornes  hem  canviat  el  signe  de 
la  tercera  component,  com  es  clar  geometricament. 

Е1  pol  sud  no  pertany  a  "0(№2). 


36Coincideix  amb  la  inversio  respecte  de  l’esfera  de  centre  (0, 0,  R)  i  radi  V2R. 
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Denotem,  com  a  la  Proposicio  4.4.4,  W  =  <^(M2)  П  ^(M2).  Observem 
que  W  =  Sft  \  {N,S}.  L’aplicacio  de  canvi  de  coordenades  es  ГарНсаст 
ф-1  o  (p  :  (p~l(W)  — *  per  tant 

'ф-1  o  (p{x,  у)  =  tts  o  ip{x,  у)  =  {  Ем'  2 ,  2Д  ^  J. 

X-  +  у  X*  +  у- 

A  aquest  resultat  hi  podem  arribar  sense  сар  calcnl.  En  efecte,  nornes 
hem  d’observar  que  el  triangle  format  pel  centre  de  la  circumferencia,  el  pol 
sud  S  i  cl  punt  ф-1  o  ( p{x,y )  es  semblant  al  triangle  format  pcl  centre  de 
la  circumferencia,  el  pol  nord  N  i  cl  punt  {x,y,  0).  Escrivint  que  els  costats 
corresponents  son  proporcionals  obtenim  qne  ^_1о ip{x,  у)  es  l’invers  de  {х,  у) 
respecte  Per  tant  ,  directament, 


Com  que 

^-\W)  =^-\W)  =  R2\{{0,0)} 


ГарНсаст  de  canvi  de  coordenades  es  diferenciable,  com  diu  la  Proposicio 
4.4.4. 
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Exercici  4.7.5  Sigui  f  :  №3  — >  №  diferenciable  i  sigui  a  un  valor  regular  de 
f .  Demostreu  que  l’espai  tangent  afi  a  la  superficie  S  donada  per  f(x,  у,  z )  = 
a  en  el  punt  P  G  S  es 

{X-P,Vf(P))  =  0. 

Solucio.  Aquest  pla  es  cl  pla  que  passa  per  P  amb  espai  vectorial  clirector 
V f(P)L ■  Tot  esta,  doncs,  en  demostrar  que  TpS  =  V  f(P)3-. 

Si  (p(u,v)  es  una  carta  local  de  /_1(а)  tenim  que 


f(ip(u,v))  =  a. 


Per  la  regla  de  la  cadena 


df 

dip1 

д<р2 

df 

d^0(f- 

ди 

+  d~yOLp' 

ди 

dz 

df 

dip1 

, df 

д<р2 

, df 

—  °<p- 
дх 

dv 

+  7Г°Р' 
ду 

dv 

+  д. ~z 

д  ip3 
ди 
д(р3 
dv 


es  a  dir, 


(V/  o<p, 
(V/o^, 


chp 

ди' 

dip 

dv 


0 

0 


0, 

0, 


i  per  tant,  com  sabern  que,  per  tot  P  E  S,  TPS 
P  =  <p(Q),  tenim  TPS  =  V f(P)±  com  voliem. 


amb 
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Capitol  5 

Primera  forma  fonamental 


5.1  Definicio 

Defmicio  5.1.1  Sigui  P  un  punt  d’una  superficie  S.  La  primera  forrna 
quadratica  fonamental  de  S  en  P  es  la  restriccio  a  TPS  del  producte  escalar 
de  M3 .  Es  a  dir, 

IP  :  TPS  х  TPS  — »  № 

X,Y  ^  {X,Y) 

Аш,  doncs,  la  primera  forma  fonamental  IP  de  S  en  P  es  una  aplicacio 
bilineal  simetrica  definida  positiva,  definida  a  l’espai  vectorial  TPS.  Po- 
dem  aplicar-li  doncs  tots  els  resultats  sobre  aquestes  aplicacions  dels  cursos 
d’algebra.  Per  exemple,  si  fixem  una  base  de  TPS  podern  parlar  de  la  matriu 
d e  /р  en  aquesta  base. 


Calculs  en  coordenades 


Si  tenirn  una  parametritzacio  (U,  tp)  de  S,  la  base  mes  natural  de  considerar 
a  l’espai  tangent  T^U^S  es  la  formada  pels  vectors 


dtp(  v 

T U  =  fa\U’V) 


д<Р,  \ 

Tv  =  g^(u’v) 


La  notacio  introduida  per  Gauss  i  universalment  acceptada  per  a  la  matriu 
de  IP  en  aquesta  base  es 


(  {<Pu,  <Pu)  {<Pu,  <Pv)  \  =  f  E  F  \ 
V  (<Pv,<Pu)  (< Pv,<Pv )  )  V  F  G  ) 
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es  a  dir, 

E  (џ>и,  <Pu)  J  -f  (<Pui  <Pv)  1  G  (.Pvi  <Pv)  ■ 

Com  aquests  productes  escalars  son  funcions  sobre  l’espai  de  parametres  U, 
E,  F,  G  son  funcions  sobre  U.  Quan  F  —  0  sobre  U  diem  que  tenim  un 
sistema  de  coordenades  ortogonal. 

Recordem  que  si  volem  calcular  el  producte  escalar  de  dos  vectors  X,  Y  e 
TpS,  amb  X  =  cupu  +  btpv,  Y  =  ари  +  d(pv,  nomes  hem  de  fer 

IAX,Y)=(a  *)(£  c)(d)' 


Es  habitual  utilitzar  la  mateixa  notacio  Ip  per  referir-nos  tant  a  l’aplicacio 
multilineal  com  a  la  seva  matriu. 

Abu  posarem 


(  E(u,v)  F(u,v)  \ 
v  F(u,v)  G(u,v)  ) 


per  referir-nos  a  aquesta  matriu  de  funcions.  No  obstant,  en  rnolts  cassos  en 
que  no  hi  ha  ambigiiitat  encara  simplihquem  mes  la  notacio  i  escriurem 


h 


E  F\ 
F  G  ) 


o  simplement 


/ 


E  F  \ 
F  G  )  ' 


Longitud  d’una  corba  sobre  la  superffcie 

Е1  coneixement  dels  coehcients  E,  F,  G  com  funcions  sobre  U,  perrnet  cal- 
cular  la  longitud  d’una  corba  continguda  a  (p(U)  C  S.  En  efecte,  si  j(t)  = 
(p(u(t),v(t))  es  una  corba  sobre  la  superficie  i  coneixem  la  primera  forma 
fonamental  en  tots  els  punts  de  7 (t)  podem  calcular  la  seva  longitud,  entre 
els  punts  de  parametres  t  =  a  i  t  =  b,  ja  que 

L=  fh'(t)\\dt 

J  a 

pero  com  que,  per  la  regla  de  la  cadena, 

7  '(t)  =  u'(pu(u(t),v(t))  +  v'ipv(u(t),v(t)), 
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que  escriurem  per  simplificar  nornes  com 

7  '(t)  =  u'(pu  +  v'(pv, 


resulta  que 

h'WII  =  J{W  G  )  (  “-  )  =  +  2FuV  +  Gifi 

amb  E  =  E(u(t),v(t)),  F  =  F(u(t),v(t)),G  =  G(u(t),v(t)). 

Per  tant 

L  =  f  ||7/(t)||  dt  =  f  V Eu '2  +  2 Fu'v'  +  Gv' 2  dt. 

J  а  J  а 

Per  tant,  per  poder  calcular  la  longitud  d’una  corba  sobre  una  superficie 
nomes  hem  de  coneixer  el  valor  dels  coeficients  de  la  primera  forma  fonamen- 
tal  sobre  els  punts  de  la  corba,  i  cl  seu  vector  tangent. 

Observem  que  denotant  s(t)  el  parametre  arc 


tenim 


.ds.0  ^ ,du,9  dudv  ^,dv.0 

que,  per  simplificar  la  notacio,  escriurem  ometent  els  denominadors  conr 


37 


ds2  =  Edu 2  +  2 Fdu  dv  +  Gdv2. 

37Gauss,  en  el  Disquisitiones  [14],  utilitza  la  notacio  p,q  en  lloc  de  les  nostres  u,v,  i  a 
la  seccio  12  diu:  “ Si  observem  que  es  te  sempre 

dx2  +  dy 2  +  dz 2  =  Edp 2  +2 Fdp  ■  dq  +  Gdq2 , 

es  veu  immediatament  que  \J Edp 2  +  2Fdp  ■  dq  +  Gdq 2  es  l’expressio  general  d’un  element 
lineal  sobre  una  superficie  corba.  Per  tant,  l’analisi  feta  a  l’article  precedent  ens  ensenga 
que  per  a  trobar  la  mesura  de  curvatura  no  calen  formules  finites  que  expressin  les  coor- 
denades  х,  у,  z  com  a  funcions  de  les  indeterminades  p,  q,  sino  que  es  suficient  coneixer 
l’expressio  general  de  la  longitud  de  cada  element  lineal.  Procedim  a  algunes  aplicacions 
d’aguest.  teorema  tan  important 

Observem  que  si  pensem  la  corba  com  (x(t),  y(t),  z(t))  llavors 

.ds.r,  ,dx.r,  ,dy,9  ,dz,  9 

+>  =<+  +<i»  +(+ 

i  per  aixo  Gauss  escriu  ds 2  =  dx 2  +  dy2  +  dz2 . 
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Exemple  5.1.2  Calculem  la  longitud  del  paral-lel  de  colatitud  (fo  de  l’esfera 
de  radi  R. 

Solucio.  Es  evident  que  la  resposta  es  2nRsm(p0  pero  fem  els  calculs  amb 
integrals  com  exercici.  La  parametritzacio  habitual  de  l’esfera  de  radi  R  es 

х  =  .Rsin  (pcos  9, 
у  =  Rsm(psm6, 
z  =  R  cos  (p. 

Equivalentment,  la  carta  local 

Ф  :  (0, 7г)  х  (0,  27г)  — *  M3 


esta  donada  per 


Ф  ((p,  9)  =  (sin  (p  cos  9 ,  sin  ip  sin  9,  cos  (p) . 


Per  tant, 


<9Ф 

д(р 

<9Ф 

~дв 


(Rcos(pcos9,  Rcos(psm9,  —Rsm<p), 
(—Rsmpsm9,  RsmpcosO,  0). 


Aixi,  en  aquestes  coordenades,  amb  ordre  (<p,9),  la  primcra  forma  fona- 
mental  es 

E  =  R 2,  F  =  0,  G  =  R2  sinV 

Е1  paraMcl  donat  es  pot  parametritzar  per  9,  es  a  dir,  es  la  imatge  per  la 
parametritzacio  de  la  corba  7 (9)  =  (<p0,9).38  Е1  vector  tangent  es  doncs 
7 '(9)  =  (0, 1).  I  per  tant39 

L  =  f  л/ Eu'2  +  2 Fu'v'  +  Gv' 2  d9  =  f  J R 2 sin2 <p0  d9  =  2nRsmp0. 

J  0  J  0 


38Estem  aplicant  la  teoria  amb  t  =  в,  u(t)  =  џ> o,  v(t)  =  в. 

39Recordem  que  en  l’expressio  de  L,  E,  F,  G  estan  valorades  sobre  la  corba. 
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5.2  Area 


Per  poder  parlar  d’area  d’un  subconjunt  d’una  superffcie  S  aquest  subconjunt 
ha  de  ser  ‘prou  bo’.  Concretament  integrarem  sobre  regions.  Un  domini 40  D 
de  S  es  un  subconjunt  obert  i  соппех  tal  que  la  seva  vora,  com  subconjunt 
de  S,  es  la  traga  d’una  corba  diferenciable,  regular  a  trogos  i  tancada.  Una 
regio  es  la  unio  d’un  domini  amb  la  seva  frontera. 


i  per  tant 


\\ipu  л  ipv\\dudv 


Proposicio  5.2.2  L’area  d’una  regio  no  depen  de  la  carta  on  esta  contingu- 
da. 

Demostracio.  Suposem  que  una  certa  regio  R  esta  continguda  a  p{U)  П ф(У), 
on  (U,  ip)  i  (V,  ф)  son  cartes  locals  de  S.  Sigui  h  =  ф~1о(р  cl  canvi  de  variable. 
Si  denotem  ( u ,  v)  les  coordenades  cartesianes  a  U  i  (х,  у)  les  coordenades 
cartesianes  a  V,  tenirn 

p(u,v)  =  ф(ћ(и,^))  =  ф(ћ1(и,  v),  h2(u,  v)), 


i,  per  la  regla  de  la  cadena, 

40En  general  un  subconjunt  D  de  R"  es  un  domini  amb  frontera  regular  si  coincideix 
amb  l’adherencia  dels  seus  punts  interiors  i  la  frontera  es  una  subvarietat  de  dimensio 
n  —  1.  Nosaltres  no  parlarem  de  subvarietat  fins  mes  endavant. 

41  Si  a,  b,  c,  d  son  vectors  de  R3  es  compleix  que  (a  Л  b,  c  Л  d)  =  ( a ,  c)(b,  d )  —  (a,  d)(b,  c). 
En  particular,  ЦаЛбЦ2  =  ||а||2||6||2  —  (a,b)2  igualtat  coneguda  com  identitat  de  Lagrange. 
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д  ip 

дф 

——  o  h  • 

dh1 

дф 

Н - о  п  ■ 

д  h2 

ди 

дх 

ди 

ду 

ди 

др 

дф 

——  o  п  • 

dh1 

дф 

Н - о  h  ■ 

dh2 

dv 

дх 

ди 

ду 

dv 

La  formula  del  canvi  de  base  per  a  aplicacions  bilineals  ens  din  que 

Iv  =  м%м, 

on  Iv  es  la  rnatriu  de  la  primera  forma  fonamental  respecte  la  base  (§^>  §^); 
1ф  es  la  matriu  dc  la  primera  forma  fonamental  respecte  la  base  (§^o h,  §§o h), 
i  M  es  la  matriu  del  canvi  de  base,  que  en  el  nostre  cas  es 

dh'  д  h1  \ 
ди  dv 

д h2  д h2 

ди  dv  / 

Observem  que  M  es  la  matriu  jacobiana  de  h.  Per  tant  escriurem  det  M  =  Jh. 
En  particular,42 

det  J^  =  det  1ф  ■  det(M)2  =  det  1ф  ■  Ј%. 


Denotant  E,  F,  G  els  coeficients  de  la  primera  forrna  fonamental  respecte  la 
parametritzacio  (U,(p)  i  E',F',G'  els  coeficients  de  la  primera  forrna  fona- 
mental  respecte  de  la  parametritzacio  (V,ip),  tenirn 


F2  = 


h-\Jh 


Definim  regions  Q  i  Q'  per  la  condicio  (f(Q)  =  R  i  ф( Q ')  =  R.  En 
particular,  h(Q)  =  Q' .  Pel  teorema  dcl  canvi  de  variable, 
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Exemple  5.2.3  Calculem  l’area  de  l’esfera  de  radi  R. 
Solucio.  Amb  la  notacio  de  l’exercici  512  tenim  que 


A  = 


2тг 


Veg-f 2  de  dip  = 


о2тг 


R 2  sin  ( pdOd<p  =  4nR2 


Comentari.  Aqui  estem  fent  la  “trampa  habitual”  segiient.  La  regio 
sobre  la  que  integrem  ha  d’estar  continguda  en  el  domini  U  de  definicio  de  la 
carta,  en  aquest  cas  (0, 7г)  х  (0,  27г).  Prenem  per  exemple  [e,  7г  — e]  х  [e,  27г  — e]. 
Llavors,  per  definicio  d’integral  sobre  oberts  tenim 


VEG-F 2  de  d'p 


VEG-F 2  d9dy. 


Aquest  valor  representa  en  realitat  Гагеа  de  l’esfera  menys  el  semicercle 
format  pels  punts  de  l’esfera  tals  que  х  >  0,  у  =  0.  Ara  be,  com  aquest 
conjunt  te  mesura  zero  assumim  que  aquest  valor  es  Гагеа  de  l’esfera. 


Justificacio  geometrica  de  la  definicio  d’area 

La  idea  geometrica  intuitiva  per  definir  area  es  dividir  la  regio  R  de  S  en 
petites  regions  iž*,  de  manera  que  R  =  IJiž*,  i  que  dues  d’aquestes  regions  o 
no  es  tallen  o  es  tallen  nornes  en  punts  de  la  frontera,  i  aproximar  l’area  de 
Ri  per  Гагеа  de  la  seva  projeccio  ortogonal  sobre  cl  pla  tangent  a  S  en  un 
punt  Pi  G  Ri  previament  fixat  a  cada  regio. 

La  idea  es  similar,  pero  no  igual43  a  la  definicio  de  longitud  d’una  corba 
com  Krnit  de  poligonals. 

43Una  superffcie  es  pot  “аргохћпаг”  per  superficies  planes  a  trogos  pero  Гагеа  de  la 
superffcie  pot  no  ser  el  limit  cle  les  arees  d’aciuestes  superffcies,  vegeu  [19].  Е1  segiient 
exemple  es  coneix  com  el  fanal  de  Schivarz ,  qui  el  va  publicar  el  1890.  Hi  ha  fanalets  al 
mercat  amb  aquesta  fonna  que  ara  ехНсагет.  Dividim  un  cilindre  d’altura  h  en  m  cilindres 
d’altura  h/m  tallant  per  plans  paral-lels  a  la  base.  Sobre  la  base  inferior  d’un  d’aquests 
cilindres  petits  hi  inscrivim  un  poligon  regular  de  n  costats  i  sobre  la  base  superior  el 
mateix  poli'gon  regular  pero  girat  тг/п.  Unirn  els  vertexs  aixi  obtinguts  de  tal  manera  que 
tinguem  2 n  triangles,  n  d’ells  amb  base  a  la  base  inferior  i  els  altres  a  la  base  superior. 
Aquests  triangles  tenen  base  b  =  2sin(7r/n)  i  altura 

a  =  V  ( h/m )2  +  (1  —  cos(7r/?r))2. 

Гагеа  total  es 


m  ■  2 n  ■  (1/2)2  sm(n/n)V ( h/m )2  +  (1  —  cos(7r/n))2  ~  27г Vh2  +m27r4/4n4. 
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Considerarem4 1  una  porcio  H  d’una  superffcie  continguda  en  una  carta 
(U,  p)  i  tal  que  la  seva  projeccio  ortogonal  sobre  z  —  0  sigui  bijectiva  i  tal 
que  en  cap  dels  seus  punts  la  nornral  a  la  superficie  sigui  ortogonal  a  l’eix  de 
les  z's. 

Per  exenrple,  suposarenr  que  el  menor  2  х  2  no  nul  de  la  nratriu  de  dp  es 

dip1  dip1 

ди  dv 

<V  др2 

ди  dv 

que  inrplica  que  l’aplicacio  7Г  o  ip,  on  7Г  :  M3  — »  M2  es  la  projeccio  sobre  les 
dues  prinreres  components,  es  difeomorfisnre  local. 

Denotenr  H  la  projeccio  ortogonal  de  H  sobre  z  —  0.  Subdividim  H  en 
petites  regions  hn  i  denotenr  hn  la  regio  de  H  que  es  projecta  sobre  hn.  Fixenr 
punts  arbitraris  Pn  e  hn.  Denotenr  h*n  la  projeccio  en  la  direccio  de  l’eix  z 
de  hn  sobre  el  pla  tangent  TPnS.  Conr  nres  fina  sigui  la  particio  de  H  que 
considerem  nres  petita  sera  la  diferencia  entre  les  arees  de  hn  i  h*n. 


R! 


hn 


h 


* 

П 


h 


П 


Nomes  si  m/n 2  — >  0  aquesta  area  es  Гагеа  lateral  del  cilindre. 
44Segueixo  [19]. 
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Per  veure  quina  relacio  hi  ha  entre  les  arees  de  les  regions  planes  hn  i  h* 
veiem  els  lcmes  segiients. 

Lema  5.2.4  L’area  de  la  projeccio  ortogonal  d'un  triangle  sobre  un  pla  es 
igual  a  l’area  d’aquest  triangle  multiplicada  pel  cosinus  de  l’angle  que  formen 
el  pla  del  triangle  i  el  pla  sobre  el  que  estem  projectant. 

Demostracio.  Siguin  P ,  Q,  R  tres  punts  de  №3  i  siguin  A,  B,  C  les  seves  pro- 
jeccions  ortogonals  sobre  el  pla  №2  х  {0}.  Tot  esta  en  observar  que 

(рђ  л  Ш)  ■  (o,  o,  l)  =  (Хћ  л  лб)  ■  (о,  о,  i). 

En  efecte,  la  tercera  component  d’aquests  dos  productes  vectorials  es  la  ma- 
teixa  ja  que  depen  nornes  de  la  primera  i  segona  coordenada  dels  vectors  que 
multipliquem  vectorialment45,  i  la  primera  i  segona  coordenada  de  P  i  A,  Q 
i  B,  R  i  C  son  respectivament  iguals. 


Aixi, 

\рђлШ\  cos  a  =  \хћ  лЈдј 


45(«1  ,u2,u3)  Л  {vi,v2,v3)  =  (*,  *,UiV2  -  Vi' u2). 
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on  ol  es  l’angle  entre  el  vetor  normal  al  pla  determinat  per  P,Q,R  i  cl  vector 
normal  al  pla  de  projeccio,  (0,  0, 1).  Pero  com  el  modul  del  producte  vectorial 
de  dos  vectors  es  Гагеа  del  paraldelogram  que  determinen,  hem  acabat.  □ 

Com  a  conseqiiencia  tenirn 

Lema  5.2.5  L  'area  de  la  projeccio  ortogonal  d'una  regio  plana  sobre  un  altre 
pla  es  igual  a  l’area  d’aquesta  regio  multiplicada  pel  cosinus  de  l’angle  que 
formen  el  pla  que  conte  aquesta  regio  i  el  pla  sobre  el  que  estem  projectant. 

Demostracio.  Triangulem  aquesta  regio  en  triangles  cada  cop  mes  petits  i 
passem  al  lunit.  □ 

Am,  doncs,  la  relacio  entre  les  arees  de  les  regions  planes  hn  i  h*n  esta 
donada  per 

A{h*n)  cos  a(Pn)  =  A(hn), 

on  a(Pn)  es  l’angle  entre  els  plans  z  =  0  i  TPnS. 

Per  calcular  aquest  cosinus  suposarem  que  la  regio  H  esta  continguda 
en  una  carta  local  < p(u,v )  =  (x(u,  v),  y(u,  v),  z(u,  vj)  de  manera  que  si  Pn  = 
ip(Qn),  el  vector  tpu  Л  tpv,  valorat  en  el  punt  Qn,  es  normal  al  pla  tangent 
TPnS.  Llavors, 

(Pu  л  Pu)  ■  (0,0, 1)  =  | Pu  л  <Pu\  ■  cos  a(Pn)  =  VEG  -  F2(Qn)  ■  cos a(Pn), 


on 


VEG  -  F2(Qn)  =  V E(Qn)G(Qn)  -  F(Qn)2. 

Pero  cl  prirner  terrne,  que  es  igual  a  det (tpu,  ipv,  (0,0, 1)),  coincideix  exacta- 
rnent  amb  el  jacobia  J  de  7Г  o  tp  en  el  punt  Qn 


J(Qn)  = 


i  per  tant 


Aixi  doncs 


cos  a(Pn)  = 


др 1 

др1 

ди 

dv 

др2 

др2 

ди 

dv 

1  Qn 

Ј  (Qn) 

VEG  -  F2(Qn 

А(К)  -  ^ЕЕШАА{Ђп)  =  ШЕРш .  A(S.). 


J(Qr 


J 
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Passant  al  Kmit, 


/  t?(~i  _  Г2  _ 

=  iinn  Y  А(/г™)  =  iinn  Y - 1 - (^n) '  А(/г’ 

>-0  z — '  <5— >-0  z — '  J 

n= 1  n=l 

on  el  Kmit  es  pren  a  base  d’anar  agafant  particions  cada  cop  mes  fines  (el 
diametre  mes  grans  de  cada  subregić  mes  petit  que  5)  i  sumant  totes  les  arees 
en  cada  pas.  Ng  es  cl  numero  de  regions  de  la  particio  de  diametre  mes  petit 
que  б  que  considerem. 

Per  poder  aplicar  la  definicio  d’integral  doble  ens  interessa  escriure  Qn  = 
ф(Рп)  amb  ф  =  (тг  o  (p)~l,  cosa  que  podern  fer  ja  que  estern  suposant  que 
7Г  o  (p  es  difeomorfisme  local.  Aixf, 

/  I  ■  /  >  гр2 

-4 (H)  =  lim^T  7  ■  МК) 

n=  1 

Per  definicio  d’integral  doble 

A(H)=  I  l_^EG~  Г2-оф  dxdy 

Pel  teorema  del  canvi  de  variable,  posat  (p(R)  =  H  (que  projectant  dona 
R  =  ф(Н)),  tenim 


V EG  —  F 2  du  dv. 


Exemple  5.2.6  Calculeu  l’area  de  la  interseccio  del  pla  z  =  ах  +  by  amb  el 
cilindre  х2  +  у1  =  r2. 

Solucio.  Primer  metode.  Е1  vector  normal  del  pla  es  (a,b,  —  1).  Pel  Lerna 
5.2.5,  Гагеа  demanada  A  val 


7ГГ2 

A  = - 

cos  a 


amb  a  l’angle  entre  (— a,  —b,  1)  i  (0,  0, 1).  Per  tant, 


(—q, -6,1) -(0,0,1)  1 

||(— a,  —b,  1)|| 


cosa  = 


л/а2  +  b2  +  1 
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Aixi, 


A  =  тг  r2Va2  +  b2  +  1. 

Segon  metode.  Parametritzem  el  pla  per  (p(u,  v )  =  (■ u ,  v,  au  +  bv).  Llavors 

(pu  =  (1,0,  a) 

ipv  =  (0,1,6) 

E  =  1  +  a2 
F  =  ab 
G  =  1  +  b2 
EG-F'2  =  a2  +  b2  + 1 


Aixi, 


A  = 


Va2  +  b2  +  1  dx  dy  =  ттг2  V  a2  +  b2  +  1. 


J  х2  -\-y2  <r2 


Integral  d’una  funcio 

Si  f  :  S  — >  №  es  una  funcio  diferenciable  sobre  la  superffcie  S,  ( U ,  <p )  una 
carta  local  i  R  una  regio  amb  R  =  <p(Q),  el  mateix  argument  anterior  ens 
diu  que  el  valor  de 

J  J  (f  o  p)VEG-F2  dudv 

no  depen  de  la  carta  local.  Aquest  valor  es  denota  per 


/  fdS  =  /  /  (f  o(p)V EG  —  F2  dudv 

'  R  J  JQ 


(5.1) 


i  es  cliu  que  es  la  integral  de  /  sobre  R. 


5.3  Isometries 

Defmicio  5.3.1  Una 46  aplicacio  diferenciable  F  :  S\  — >  S2  entre  dues  su- 
perficies  es  una  isometria  local  si  preserva  longituds;  i.e.  per  tota  corba 
a  :  I  — >  S\  es  compleix  L(a)  =  L(F oa).  Si  a  mes  F  es  bijectiva  direm  que 
F  es  isometria. 

46Segueixo  les  notes  de  Gil  Solanes. 
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Proposicio  5.3.2  Una  aplicacio  diferenciable  F  :  S\  — >  S2  es  isometria 
local  si  i  nomes  si  dFp  es  una  isometria  lineal  per  tot  P  e  S\.  Es  a  dir, 


(X,  Y)  =  ( dFP(X ),  dFP(Y)),  X,  Y  e  TpSv  (5.2) 

Demostracio.  Vegem  primer  que  la  conclicio  (5.2)  implica  que  F  preserva 
longituds. 

Per  calcular  la  longitud  de  F  o  a  hem  d’integrar  la  norma  del  sen  vector 
tangent.  Pero,  per  definicio  de  diferencial  d’una  aplicacio, 

Jtn<*V))  =  dFam(a'(t)) 
aixi  que  per  (5.2),  amb  P  =  a(t)  i  X  =  Y  =  a'(t), 

IKMII  =  IMF„(i)(c'(i))ll  =  ll|n«(«))ll  =  ll(roa)'(i)||. 


Per  tant 


pb  pb 

La=  \\a'(t)\\dt  =  /  \\(F  o  a)'(t)\\d,t  =  LFoq 

J  a  J  a 

Recfprocament,  suposem  ara  que  F  es  una  isometria  i  comprovem  la 
igualtat  (5.2). 

Per  polaritzacio,  nornes  cal  demostrar-la  en  el  cas  X  =  Y ,  ja  que  per  a 
qualsevol  forrna  bilineal  Ф  es  compleix 

Ф(Х,  Y)  =  ^(Ф(Х  +  Y,  X  +  Y)  -  Ф(Х,  X)  -  Ф(У,  У)). 

Nonres  hem  de  comprovar  doncs,  qne  per  tot  P  e  Si,  dFp  conserva  la  nornra. 
Es  a  dir 

\\X\\  =  \\dFP(X)\\,  X  G  TpSi. 

Sigui  a(t)  tal  que  cc(0)  =  P  i  <У(0)  =  X.  Denotenr  Lt  la  longitnd  d’aques- 
ta  corba  entre  els  punts  ск(0)  i  a(t).  Per  hipotesis,  Lt  es  igual  a  la  longitud 
de  la  corba  F(a(t))  entre  els  punts  F(ck(0))  i  F(a(t)). 

Es  a  dir, 
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Derivant  respecte  de  t,  en  t  —  0,  obtenim 


a'(0)||  =  |(Foay(0)||  =  |dFe(0)a'(0)|| 


es  а  dir, 

||X||  =  \\dFP(X)\\ 

com  voliem  veure.  □ 

Observem  que,  com  1а  primera  forma  fonamental  es  essencialment  el  pro- 
ducte  de  №3  la  condicio  d’isometria  donada  a  la  igualtat  (5.2)  anterior  es  pot 
escriure  com 


Ip(X,  Y)  =  IF{P)(dFP(X ),  dFP(Y )),  X,  Y  e  TPS 

Remarquem  tarnbe  que,  per  ser  dFp  isometria  es  automaticament  iso- 
morfisme,  i  per  tant  podern  dir,  pcl  teorema  de  la  funcio  inversa,  que  tota 
isometria  local  es  un  difeomorfisme  local. 


Proposicio  5.3.3  Sigui  F  :  S i  — >  S2  una  aplicacio  diferenciable.  Llavors 
F  es  isometria  local  si  i  nomes  si  els  coeficients  E,  F,  G  de  la  primera  forma 
fonamental  de  S\  respecte  d’una  certa  carta  local  ( U,(p )  coincideixen  amb  els 
coeficients  E,  F ,  G  de  la  primera  forma  fonamental  de  S2  respecte  de  la  carta 
local  (U,  F  o  ф) 


Demostracić.  Suposem  primerament  que  F  es  isometria  local  (i  en  particular 
difeomorfisme  local).  Sigui  ф  =  Foip.  Es,  almenys  localment,  una  carta  local. 
Llavors47 


Фи 

дф 

ди 

д (F  0  (p) 
ди 

d 

dt\t= 

F(p(u  + 
=0 

t,v))  = 

Фи 

дф 

dv 

д (F  0  р) 
dv 

d 

dt\t= 

F(<p(u,  v 
=0 

+ 1))  = 

-  dF(p^u^(p> 

Per  tant, 

per  (5.2), 

(Фи,  Фи) 

= 

(Pu,  Pu) 

(Фи,  Фи) 

= 

(Pu,  Pv) 

(фи,фи) 

= 

(pv,  Pv) 

(5.3) 


(5.4) 


47No  podem  aplicar  de  manera  automatica  la  regla  de  la  cadena  per  derivar  ф  =  F  o  ip, 
ja  que  F  no  es  una  aplicacio  entre  oberts  de  R3,  регб  les  formules  (5.3)  ens  diuen  que  tot 
funciona  essencialment  igual. 


Geometria  Diferencial  Classica 


125 


com  voli'em  veure. 

Suposem  ara  que  la  matriu  de  la  primera  forrna  fonamental  de  S\  respecte 
de  p  coincidebc  amb  la  matriu  de  la  primera  forma  fonamental  de  S2  respecte 
de  гр  =  F  o  <p.  Aixo  vol  dir  unicament  que  es  complcixen  les  equacions  (5.4), 
la  qual  cosa  implica  que  dFP  es  injectiva48  per  a  cada  P  £  U  i  per  tant,  pel 
teorema  d’estructura  de  les  immersions  locals,  F  o  <p  es  una  carta  local. 

Volem  veure  que  per  a  tot  P  e  S 1,  dFP  es  isometria.49. 

Prenem  X,  Y  e  TP(S  1)  i  escrivim 

X  =  а<ри  +  b<pv 
Y  =  cpu  +  dpv 


011 


<P U  =  ^(ио,«о),  <Pv  =  ^(uq,Vq),  P  =  p(uq,v0), 


de  manera  que 


(X,  Y)  =  (  а  b  )  ( 

Si  ara  transformem  aquest  vectors  per  dFP,  i  tenim  en  cornpte  (5.3),  obtenim 


E  F 
F  G 


dFP(X )  =  a(dFP)(pu )  +  b(dFP)(pv)  =  aipu  +  \уфи 
dFP(Y)  =  c(dFP)(pu)  +  d(dFP)(pv)  =  сфи  +  dipv 


dip  dip 

Фи  =  ^(«oM  Ф”  =  pjpp^oU’o),  P  =  <fi(u o,v0), 
de  manera  que 

(dFP(X) ,  dFp(Y))  =  (a  b  )  (f 

i  per  tant 

(X,Y)  =  (dFP(X),dFP(Y)).  □ 


Exemple  5.3.4  Isometria  local  entre  la  catenoide  i  l’helicoide. 
Parametritzacio  de  la  catenoide  C: 


ip(u,v)  =  (a  coshu  cosn,  a  coshu  sinrt,  av),  u  e  (0,27r),ueM 

48Si  dFp(a<pu  +  bpv)  =  0,  obtenim  facilment  el  sistema  aE  +  bF  =  0,  aF  +  bG  =  0  i  per 
tant  a  =  b  =  0. 

49Aixo  es  obvi,  vegeu  la  Proposicio  A.6.4  de  [27] 
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Girem  у  =  acosh {z/a)  al  voltant  de  Гегх  z. 
Parametritzacio  de  l’helicoide  recte  H : 

(p(z,w)  =  (w  cosz,wsmz,az),  z  G  (0,27г),га  G  №. 


Girem  i  traslladem  la  recta  у  =  xtan  z. 
L’aplicacio  F  :  C  — »  H  donada  per 


F(ijj(u,v))  =  (p(u,  a  sinh  v) 
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es  una  isometria.50 

En  efecte,  calculem  la  primera  forma  fonamental  de  C  respecte  de  ф. 

Фи  =  (— acoshu  sinrt,  acoshu  cos-u,  0) 

%1>V  =  (a  sinh  v  cos  u,  а  sinh  v  sin  u,  а ) 

Per  tant, 

d2 cosh2  v  0 
0  а 2 cosh2  v 

Prenern  ara  com  parametritzacio  de  H 

r]  =  F  o  ф 

i  calculem  la  primera  forrna  fonamental  de  H  respecte  rj.  Com 

rj(u,  v )  =  (p(u,  а  sinh  v)  =  (а  sinh  v  cos  u,  а  sinh  v  sin  u,  аи ) 


Vu  =  (— а  sinhu  sin  u,  а  sinhv  cosu,  а) 
r]v  =  (а  cosh  v  cos  u,  а  cosh  v  sin  u,  0) 


Per  tant, 


т  —  (  «2cosh2u  0  \ 

н  \  0  d2  cosh2  v  J 

Com  les  dues  matrius  coincideixen  sabem,  per  la  Proposicio  5.3.3,  que  F  es 
isometria. 


Les  isometries  conserven  area 


Sigui  F  :  S\  — »  S2  una  isometria.  Siguin  (U,  ip)  una  carta  local  de  S i  i 
R  C  (p(U)  una  regio.  Sabem  que  si  R  =  (p(Q)  llavors 


V EG  —  F2du  dv 


on  E,  F,  G  son  els  coeficients  de  la  primera  forma  fonamental  de  S\  respecte 
de  (p. 

o0Tambe  podem  dir  que  el  punt  de  coordenades  (u,  v)  va  a  parar  al  punt  de  coordenades 
(z,  w)  amb  z  =  u  i  w  =  а  sinh  v. 
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Per  la  Proposicio  5.3.3  sabem  que  E,  F,G  coincideixen  amb  els  coeficients 
de  la  primera  forrna  fonamental  de  S2  respecte  de  la  carta  local  ф  —  F  o  tp. 
Per  tant,  com  que  F(R)  =  F(tp(Q ))  =  i/)(Q),  Гагеа  de  la  regio  transformada 
de  R  per  F  es 


мт))  =  1/ 


V EG  —  F2du  dv 


i  per  tant,  A(F(R))  =  A(R). 


Exemple  5.3.5  Explicitem  una  isometria  entre  el  pla  i  el  cilindre.  I  veiem, 
en  un  cas  particular,  que  conserva  arees. 

Solucio.  Considerem  ГарИсасш  del  cilindre  obert 

C  =  {(х,  у,  z)  E  №3;  х2  +  у2  =  r 2 ,  х  ^  1} 

al  pla,  donada  per 


F(r  cos  u,  r  sin  u,  v)  =  (ru,  v),  0  <  u  <  2tt,  v  G  №. 

Per  veure  que  F  es  isometria  calcularem  els  coeficients  de  la  primera  forma 
fonamental  del  pla  i  el  cilindre. 

Els  coeficients  de  la  primera  forma  fonamental  de  C  respecte  la  carta 
tp  :  (0,  27г)  х  (0,  h)  — >•  (rcosu,  rsinrt,  v)  son 

Els  coeficients  de  la  primera  forrna  fonamental  del  pla  respecte  ф  =  F  o  tp 

son 

ja  que  ip(u,v)  =  (ru,v).  Per  tant,  F  es  una  isometria. 

Calculem  Гагеа  d’una  regio  de  C  i  de  la  seva  imatge  per  F.  Sigui  R  la 
regio  de  C  determinada  per  7г/2  <  u  <  Зтт/2,  0  <  z  <  h.  Com  R  =  tp(Q) 
amb 

Q  =  [тг/2,  Зтг/2]  х  [0,  h], 


A(R)  =  /  rdu  dv  =  7Г rh. 

Jq 

La  regio  transformada  F(R)  =  F(tp(Q))  =  ip(Q)  te  area 

A(F(R))  =  /  rdudv  =  nrh.  □ 

Jq 
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Exercici  5.3.6  Sigui  F  :  S i  — >  S2  ипа  aplicacio  diferenciable.  Llavors  F 
conserva  arees  si  i  nomes  si  VEG  -  F2  =  VEG  -  F2  on  E,  F,  G  son  els 
coeficients  de  la  primera  forma  fonamental  de  S\  respecte  d  'una  certa  carta 
local  ( U ,  :р)  i  E,  F,G  son  els  coeficients  de  la  primera  forma  fonamental  de 
S2  respecte  de  la  carta  local  ( U ,  F  o  ip). 


5.4  Aplicacions  conformes 

Aixi  com  els  triangles  semblants  tenen  angles  i  guals  i  costats  proporcionals 
les  aplicacions  entre  superficies  que  conserven  els  angles  porten.  infinitessi- 
malment.  les  distancies  a  distancies  proporcionals. 


Teorema  5.4.1  Sigui  f  :  S\  — >  S2  un  difeomorfisme  entre  superficies  que 
conserva  angles.  Sigui  ( U ,  (p)  una  carta  de  S\  i  ( U ,  ф)  amb  ф  =  f  o  ip  la 
corresponent  carta  de  S2.  Siguin  E,  F,  G  els  coeficients  de  la  primera  forma 
foiiamental  de  S\  respecte  p  i  E,  F,G  els  coeficients  de  la  primera  forma 
fonamental  de  S2  respecte  ф.  Llavors  existeix  una  funcio  p  :  U  — >  №  tal  que 

E  =  p2E,  F  =  p2F,  G  =  p2G. 


Demostracio.  Que  si  existeix  una  tal  p  es  conserven  angles  es  evident,  ja  que 
el  cosinus  de  l’angle  entre  dos  vectors  tangents  unitaris  X,  Y  e  TpS  amb 
X  =  Xi (pu  +  X2ipv,  Y  =  Yxpu  +  Y2ipv  es  igual  a 


cos  a  =  (X,  Y)  =  (  X\ 


amb  E,F,G  valorats  a  P.  Per  altra  banda,  utilitzant  (5.3), 


dfP(  X) 
dfP(Y) 


WX&  +  X,%)  =  xM  +  xM, 

ou  ov  ou  ov 

*мЏ  +  г>Џ)  =  Г1Џ  +  г,Џ. 

ou  ov  ou  ov 


Es  a  dir,  dfP( X)  i  dfP(Y)  tenen  respecte  la  base  фи,  фи  les  mateixes  coorden- 
des  que  X  i  Y  tenen  respecte  la  base  (pu,  (pv.  Per  tant  el  cosinus  de  l’angle 
d’aquests  vectors  es 
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(dfp(X),dfP(Y)) 


(1  /Р2) 


=  cosa. 


Recfprocament,  si  es  conserven  els  angles,  l’angle  entre  una  corba  arbi- 
traria  7 (s)  =  (p(u(s),  v(s)),  en  un  punt  P  =  7(s0),  i  la  corba  <т(и)  =  (p(u,v0), 
amb  v0  =  v(s0),  que  passa  per  P  quan  u  =  u0  =  u(s0 ),  ha  de  ser  igual  a 
l’angle  en  f(P)  de  les  corbes  /(7(3))  =  ф(и(з),  u(s))  i  f(cr(u))  =  ф(и,  n(s0)). 

Е1  cosinus  de  l’anglc  entre  7'(s0)  i  сг'(и0)  es 


cos  a 


(y(s0),cr'(u0))  {  и'  V'  l  V  F  gJUJ 

||7'(s)||  •  ||а,(и0)||  фЕи'2  +  2EW  +  Gv'2  ■  ||а,(и0)|| 
Eu'  +  Fv' 

у/ Eu'2  +  ‘IFu'v'  +  Gv'2  ■  \[E 


amb  E  =  E(u0,v0),  F  =  F(u0,v0),  u'  =  u'(s0),  v'  =  u(s0). 

Com  lcs  corbes  transformades  tenen  les  mateixes  coordenades  (u(s),  u(s)) 
i  (u,v0),  pero  ara  respecte  de  la  carta  ф,  podem  escriure  directament  que  el 
cosinus  de  l’anglc  que  formen  en  f(P)  es 


cos  /3 


Eu'  +  Fv' 

VEu' 2  +  2 Fu’v’  +  Gv’ 2  ■  \[Ћ 


Com  abans  E  =  E(u0,v0),  F  =  F(u0,v0),  u'  =  u'(s0),  v'  =  v(s0). 
A  partir  de  la  igualtat  cos  a  =  cos  /3  obtcnim 


VE  _Еи'  +  Fv'  [Eu' 2  +  2 Fu'v'  +  Gv' 2 
Eu'  +  Fv'  \J  Eu'2  +  2Fu'F  +  Gv12 


(5.5) 
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que  escrivim  d’aquesta  manera  per  posar  de  manifest  que  el  terme  de  l’esquer- 
ra  depen  nomes  del  punt,  rnentre  que  el  terrne  de  la  dreta  depen  aparentment 
tambe  de  u'  i  v' .  Les  arrels  quadrades  no  s’anulden  mai. 

Prenem  u'  =  F,  v'  =  —  E.  Per  aquests  valors  de  u'  i  v'  tenim  que  Eu'  + 
Fv'  =  0  i  per  tant,  per  tal  de  que  l’anterior  igualtat  (5.5)  sigui  certa,  ha  de 
ser  Eu'  +  Fv'  =  0  i  per  tant 

E  _  F 

E~  F' 

Com  els  papers  de  E  i  G  es  poden  intercanviar  (calculant  l’angle  entre  la 
corba  donada  i  la  corba  u  =  cte)  obtindrfem  igualment 

G  _  F 

č~f’ 


i  per  tant 

E  _  F  _  G 
E~F~G' 

Com  aquest  quocient  es  positiu  i  cl  punt  P  es  arbitrari,  existeix  una  funcio 
p  =  p(u,  v)  tal  que 

E(u,v)  F(u,v )  G(u,v)  .  ,9 

-  =  -  =  -  =  p(u,v)2, 

E{u,v)  F(u,v)  G(u,v) 

com  volfem.51  □ 

5.5  Exercicis 

Exercici  5.5.1  Calculeu  la  longitud,  de  la  corba  sobre  Vhelicoide  < p{u,v )  = 
(ucosv,usmv,v)  definida  per  u  =  sinhu,  entre  v  =  0  i  v  =  1п2. 

Solucić.  La  metrica  de  l’helicoide  respecte  de  les  coordenades  ipu,  pv  es 

(  1  0  ^ 

\  0  1  +  u2  ) 

olDividint  numerador  i  denonrinador  per  u'  i  elevant  al  quadrat  la  igualtat  (5.5)  es  el 
quocient  de  dos  polinomis  de  grau  4,  i  aquest  quocient  es  constant.  D’aqui  es  dedueix 
que  els  coeficients  d’aciuests  polinonris  son  proporcionals  i  a  partir  d’aqui  s’arriba  a  les 
expressions  que  hem  obtingut  de  manera  mes  ‘inteMigent’. 
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La  corba  es  7 (v)  =  <p(sinhv,v).  La  norma  del  vector  tangent  es  doncs 


|7»|2=(cosh„  1)(J  1+sLh^)(Cr)-2-h2“' 

Per  tant, 

L  —  J  \/2cosh  vdv  =  \/2sinh(ln2)  =  —J—  ■ 

Exercici  5.5.2  Tallem  una  esfera  de  radi  R  per  una  esfera  massissa  de  ra- 
di  r,  amb  r  <  R,  i  centre  sobre  la  primera.  Demostreu  que  Tdrea  de  la 
interseccio  es  pir 2 . 

Solucio.  La  formnla  de  Гагеа  d’nn  disc  geodesic  de  centre  sobre  la  primera 
esfera  i  radi  p  es  F  =  4ttR2  sin2(p/2i?). 

La  relacio  entre  R,  r,  p  es 


r 

2 R 


sm 


Jf_ 
2  R 


Substituint  hem  acabat. 


Capitol  6 

Segona  forma  fonamental 


6.1  Aplicacio  de  Gauss 

Defmicio  6.1.1  Direm  que  una  superficie  S  es  orientable  si  existeix  una 
aplicacio  diferenciable 

Af  :S  — )■  52, 

on  S 2  es  l’esfera  de  centre  l’origen  de  №3  i  radi  1,  tal  que 

M(P)  ±Tp(S),  VP  G  S. 

Aquesta  aplicacio  Af  es  coneix  com  aplicacio  de  Gauss  de  S. 

La  notacio  _L  vol  dir  perpendicular.  Per  tant,  М(Р )  es  un  clels  dos  vectors 
unitaris  normals  al  pla  tangent  TpS. 

Si  existeix  una  tal  aplicacio  Af  llavors  l’aplicacio  —Af  donada  per  (—Af)  (P) 
— Af(P ),  tarnbe  compleix  la  conclicio 

-Af(P)±TP(S). 

Si  S  es  соппеха  i  orientable  es  facil  veure  que  no  hi  ha  mes  possibilitats. 
En  efecte,  si  a  :  S  — *  S2  es  una  aplicacio  diferenciable52  amb  a(P)A-Tp(S) 
llavors  {P  G  S]Af(P)  =  <у(Р)}  es  obert  i  tancat  i  per  tant  es  cl  buit  (llavors 
a  =  —Af)  o  cl  total  (llavors  a  =  Af). 

Orientar  una  superffcie  соппеха  i  orientable  S  vol  dir  elegir  Af  o  —Jf. 

52Nomes  utilitzem  continuitat. 
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Calculs  en  coordenades 


Observem  que  si  (U,  p)  es  una  parametritzacio  de  S, 


•A f(<p(u,v)) 


<pu(u,v)  A  <pv(u,v) 
\\<pu(u,v)  Л  <pv(u,v) || 


ja  que  els  vectors  <pu(u,v),<pv(u,v)  son  una  base  de  Tv(UjV)(S). 

Si  denotem  v  —  J\f  o  <p,  com  farem  sempre  en  aquestes  notes,  tenim  la 
igualtat  de  funcions  vectorials  sobre  U 


v  = 


<PuS<pr 

\\<Pu  Л  <рг 


Pu  Л  рг 


VEG-F 2' 


(6.1) 


Observem  que  si  Af  es  difeomorfisme  local  la  carta  (U,  p)  de  S  indueix 
una  carta  (U,  v)  de  S 2.  A  l’exercici  6.8.9  s’utilitza  aquest  fet  per  estudiar  com 
varia  la  longitud  de  les  corbes  sobre  S  quan  es  passen  a  S2  per  l’aplicacio  de 
Gauss. 

Si  la  superficie  S  esta  donada  per  una  sola  carta  (U,  p),  S  —  p(U),  llavors 
es  automaticament  orientable,  ja  que  l’aplicacio 


S  —>  S2 
<p(u,v)  t-л  v(u,v) 


es  diferenciable. 

Pero  si  tinguessim  una  superffcie  donada  com  unio  de  dues  cartes,  (U,  p), 
(У,ф),  podrfem  tenir 

Pu/\Pv  _  Фх^  фу  /g24 

||  Pu  Л  pv  ||  || "0a;  Л  фу  || 

a  la  interseccio  p(U)  П  ф(У).  El  primcr  terme  d’aquesta  igualtat  valorat  en 
cl  punt  (u,v)  G  U  i  el  segon  en  el  punt  (x,y)  G  V  tals  que  <p(u,v)  =  ф(х,у). 
Si  passa  aixo  i  p(U)  П  ф(У)  es  соппех,  podrem  orientar  la  superffcie  unio 
p(U)  U  ф(у)  definint 

p =*“■’'> 

К(Р)  =  ~ШШ(х'у)’  р  =  ^х’у)- 
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Pero  si  la  interseccio  no  es  соппеха  aixo  podria  no  funcionar.  Podria  ser 
que  la  igualtat  (6.2)  no  fos  valida  en  tota  la  interseccio.  Es  a  dir,  que  valgues 
cl  signe  menys  en  alguna  de  les  components  connexes  i  el  signe  mes  en  altres. 

De  fet,  hi  ha  superffcies  com  la  banda  de  Moebius,  que  no  son  orientables, 
tot  i  que  es  poden  tapar  amb  nomes  dues  cartes  (vegeu  [29]). 

Diguem  finalment  que  l’eleccio  d’una  orientacio  J\f  sobre  S  perrnet  ori- 
entar  els  plans  tangents  dient  que  una  base  (ei,e2)  de  TpS  es  positiva  si  i 
nomes  si  la  base  (e^,  e2,A/”(P))  es  positiva  (el  determinant  d’aquests  vectors 
respecte  de  la  base  canonica  de  M3  es  positiu). 


6.2  Endomorfisme  de  Weingarten 

Sigui  S  una  superffcie  orientable  i  fixem  una  orientacio  N.  La  diferencial  de 
l’aplicacio  de  Gauss  N  en  un  punt  P  E  S  e s  l’aplicacio 

dNP  :  TP(S )  — )■  TM{P)S2 

donada  per 

dNp(w)  =  N(i(t)), 

at\t=o 

on  7 (t)  es  una  corba  sobre  S  tal  que  7(0)  =  P  i  7'(0)  =  w •  Recordeu  la 
definicio  4.6.3  de  diferencial  d’una  aplicacio  entre  superffcies,  pagina  101. 

Primera  observacio.  Els  subespais  vectorials  TPS  i  Tj/)P)S2  coincideixen. 
En  efecte,  son  subespais  vectorials  de  №2  amb  vector  normal  N(P). 

Per  tant,  dNP  :  TPS  — *  TPS  es  un  endomorfisme. 

Segona  observacio.  Si  (U,tp)  es  una  carta  local,  i  P  =  Lp(u,v),  llavors 

dNP((pu)  =  uu 

dNp((fv)  =  vv  (6.3) 

on  vu  i  vv  denoten  respectivament53 
53Fora  mes  correcte  escriure 

Регб  la  notacio  dJ\fp(w )  porta  implicit  que  w  £  TPS. 
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Vu  = 

dv 

д(М  o  p) 

ди 

ди  ’ 

vv  = 

dv 

д(М  o  (p ) 

e, 

dv 

dv 

dMp(<pu) 

d 

dt\t 

M(p(u  +  t,  v)  = 

=0 

dMpfpv) 

d 

dt\t 

+ 

9- 

O 

II 

д  (ЛГ  o  ip ) 
ди 

д{М  o  ip ) 
dv 


=  V,, 


= 


De  fet,  sempre  que  tinguem  una  corba  q(s)  sobre  la  superficie  podem 
escriure 


dUl{s){pi'{s))  =  v'{s)  (6.4) 

on  v{s)  =  Af{j(s)).  Aixo  es  conseqiiencia  immediata  de  la  definicio  de  di- 
ferencial  d’una  aplicacio,  i  es  llegeix  dient  que  per  calcular  la  diferencial  de 
Vaplicacić  de  Gauss  sobre  un  vector  tangent  a  una  corba  en  un  punt  nomes 
hem  de  restringir  la  normal  a  la  superficie  sobre  aquesta  corba  i  derivar  en 
el  punt. 

Definicio  6.2.1  (Endomorfisme  de  Weingarten)  L’endomorfisme 

WP  :  TPS  — >  TPS 


definit  per 


WP  =  —dfifp 


s’anomena  endomorfisme  de  Wcingarten. 


Equivalentment,  Г endomorfisme  de  Weingarten  es  la  diferencial  de  l’aplica- 
cio  de  Gauss,  canviada  de  signe.  Aquest  canvi  de  signe  es  justifica  a  la  pagina 
197. 

Pels  comentaris  anteriors,  per  calcular  Wp(w)  nomes  haurem  de  restringir 
la  normal  a  la  superficie  a  una  corba  integral  de  w  i  derivar. 


Proposicio  6.2.2  L’endomorfisme  de  Weingarten  Wp  es  auto-adjunt  res- 
pecte  de  la  primera  forma  fonamental.  Es  a  dir, 

(WP(X),  Y)  =  (X,  WP(Y )),  VX,  Y  G  TPS. 


Geometria  Diferencial  Classica 


137 


Demostracio.  Per  linealitat,  nomes  cal  veure  que  aquesta  igualtat  es  certa 
sobre  una  base  de  TpS.  Per  tant,  considerarem  una  parametritzacio  (U,  p) 
de  S,  i  demostrarem  que  per  tot  P  =  (p(u,v)  es  compleix 

(WP(pu),pv)  =  {(pu,Wp((pv)). 

Per  a  aixo  observen  que  la  igualtat  de  funcions  sobre  U ,  v  =  J\f  o  tp,  implica 

(u,pu)  =  0, 

(v,  tpv)  =  0. 

Derivant  la  primera  equacio  respecte  de  v  i  la  segona  respecte  de  u,  obtenim 

(vv,  pu)  +  (v,  tpuv)  =  0, 

(vu,  Pv)  +  (v,  Pvu)  =  0-  (6.5) 

Com  puv  =  pvu,  els  primers  termes  son  iguals,  i  com  per  la  igualtat  (6.3) 

Wp(pu)  =  —vu 

WP(pv)  =  —vv  (6.6) 


tenim 

(Wp(pu),pv)  =  (pu,Wp(pv)). 

i  hem  acabat.  □ 

Proposicio  6.2.3  L  'endomorfisme  de  Weingarten  diagonalitza  en  una  base 
ortonormal. 

Demostracio.  Fixem54  un  punt  P  G  S  i  una  base  (u±,  w2)  de  TpS,  ortonormal 
respecte  /.  Denotem  W  =  Wp.  La  matriu  de  W  respecte  d’aquesta  base  es 
simetrica,  per  ser  W  auto-adjunt  respecte  /.  Es  a  dir, 

Wui  =  au  i  +  bu^ 

Wu2  =  bu  i  +  cu2 

Е1  polinomi  caracteristic  es  х2  —  (a  +  c)x  +  (ac  —  b2).  Е1  discriminant 
d’aquest  polinomi  es  (a  —  c)2  +  b2,  que  es  sempre  positiu  i  nornes  zero  en  el 

54Es  ben  conegut  que  tot  endomorfisme  auto-adjunt  diagonalitza  en  una  base  ortonor- 
mal,  vegeu  per  exemple  [27],  p.386.  En  reproduim  la  demostracio  aqui  per  facilitar  la 
lectura. 
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cas  particular  en  que  a  =  c  i  b  =  0,  es  a  dir,  quan  W  es  un  multiple  de  la 
identitat.  En  aquest  cas  diagonalitza  en  qualsevol  base  ortonormal. 

Suposem,  doncs,  que  W  no  es  un  multiple  de  la  identitat. 

Llavors  cl  polinomi  caracteristic  te  dues  arrels  diferents  k\  к2  i  per 
tant  W  te  dos  vectors  propis55,  que  podern  suposar  normalitzats,  ei,e2,  de 
manera  que 

We  i  =  kiei,  We2  =  k2e2. 

Per  tant  W  diagonalitza  en  aquesta  base 


W  = 


k\ 

0 


0 

k2 


Ara  be,  vectors  propis  de  valors  propis  diferents  d’un  endomorfisme  auto- 
adjunt  son  ortogonals,  ja  que 


k\I(ei,  e2)  =  I(kiei,e2)  =  I(We i,e2)  =  I(ei,We2)  =  k2I(e i,  e2), 

i  aixo  implica  I(e i,e2)  =  0. 

Per  tant,  W  diagonalitza  en  una  base  ortonormal.  □ 


Definicio  6.2.4  Les  direccions  principals  i  les  curvatures  principals  en  un 
punt  P  G  S  son  respectivament  les  direccions  propies  i  els  valors  propis  de 
Vendomorfisme  de  Weingarten  Wp. 

Aixi,  si  tenim  Wp(e i)  =  к^е^,  Wp(e 2)  =  k2e2,  amb  ei,e2  €  TPS,  lcs 
direccions  principals  de  S  en  P  son  (ei),  (e2),  i  les  curvatures  principals  k\  i 
k2. 

Observem  doncs  que 


dj\fp(ei)  =  —kiei 
dfifp(e2)  =  —k2e2 

Equivalentment,  si  q(s)  es  una  corba  sobre  la  superffcie  amb  q(0)  =  P  i 
7;(0)  =  ер  i  denotem  v(s)  =  J\f (j(s)),  llavors 

=  -к&,  i  =  1,2. 

ds  p=o 

55En  realitat  dues  direccions  propies.  Encara  que  els  normalitzem  els  vectors  propis 
corresponents  no  queden  univocament  determinats  ja  que  si  v  es  un  valor  propi  de  valor 
propi  Л,  —  v  tambe  es  un  vector  propi  de  valor  propi  Л. 


Geometria  Diferencial  Classica 


139 


Aquesta  igualtat,  que  afirma  que  1а  derivada  de  la  normal  a  la  superficie 
respecte  una  direccić  principal  te  aquesta  mateixa  direccio,  es  coneix  com 
Teorema  d’Olinde  Rodrigues,  vegeu  el  Teorema  8.3.2. 

Punts  umbilicals 

Definicio  6.2.5  Un  punt  P  G  S  es  diu  umbilical  si  l’endomorfisme  de  Wein- 
garten  en  aquest  punt  es  multiple  de  la  identitat,  Wp  =  Л  id. 

Equivalentment,  P  es  un  punt  nmbilical  si  i  nomes  les  cnrvatnres  principals 
en  P  coincideixen,  k\  =  k2-  Nomes  hem  d’escrinre  W е^  =  /qe;  =  Ae*  per 
venre  qne  Л  =  k\  =  k2- 

Tarnbe,  per  definicio  de  la  segona  forma  fonamental, 

II{u,v)  =  I(Wu,v )  =  XI (u,  v) 

es  a  dir,  en  els  pnnts  nmbilicals  la  primera  i  segona  formes  fonamentals  son 
proporcionals.  Reciprocament,  si  en  el  punt  P  €  S  tenirn  II  =  XI  llavors 
W  =  Xid  en  P,  de  manera  qne  podern  dir  qne  P  es  nmbilical  si  i  nomes  si  la 
segona  forma  fonamental  es  mnltiple  de  la  primera. 

En  terrnes  dels  coeficients  de  les  matrins  de  /  i  II  respecte  la  base  donada 
per  una  carta  local  aqnesta  condicio  eqnival  a 

e_  =  f_  =  9_ 

E  F  G' 

Les  curvatures  principals  com  funcions  sobre  la  superficie 

La  Proposicio  6.2.3  ens  diu  que  tenirn  una  base  ortonormal  de  vectors  propis 
de  Wp  en  cada  punt  P  d’una  superffcie  S. 

Aixo  perrnet  definir,  sobre  cl  conjunt  de  punts  no  umbilicals  de  S,  les 
aplicacions  ki  :  S  — *  M,  i  =  1,2  com  les  aplicacions  que  assignen  a  cada 
P  E  S  cl  menor  i  el  major56  dels  valors  propis  de  Wp,  i  ег  :  S  — >  M3  com 
les  aplicacions  que  assignen  a  cada  P  G  S  els  corresponents  vectors  propis  de 
Wp,  de  manera  que  tindrem 


WPefiP)  =  kfiP^efiP),  г  =  1,2. 

Veurem  a  la  pagina  146  que  aquestes  aplicacions  son  diferenciables. 


56  O  al  reves  ,  es  irrellevant. 
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6.3  Curvatura  mitjana  i  curvatura  de  Gauss 

Defmicio  6.3.1  La  curvatura  mitjana  %  de  la  superficie  en  P  e  S  es  la 
meitat  de  la  traga  de  l’endomorfisme  de  Wemgarten. 

La  curvatura  de  Gauss  /С  de  la  superficie  en  P  G  S  es  el  determinant  de 
l’endomorfisme  de  Weingarten. 

Com  l’endomorfisme  de  Weingarten  es  la  diferencial  de  l’aplicacio  de 
Gauss,  canviada  de  signe,  podem  dir  tambe  que  la  curvatura  de  Gauss  es 
el  jacobia51  de  l’aplicacio  de  Gauss. 

Recordem  que  ni  la  traga  ni  cl  determinant  depenen  de  la  base  en  la  qnal 
escrivim  la  matriu  d’un  endomorfisme. 

Com  cl  punt  P  es  arbitrari,  R  i  /С  es  poden  pensar  com  aplicacions 

П,  JC:S  — >M, 


donades  per 

П{Р)  =  ^traga  WP ;  K{P)  =  det  WP. 

Veurem  a  la  pagina  146  qne  son  aplicacions  diferenciablcs. 
Equivalentment,  tenim  la  igualtat  de  funcions  sobre  S, 


П 

JC 


k\  +  Jt  2 
2 

kxk2- 


on  k\  i  k-2  son  les  curvatures  principals. 

Clarament  k\,  k2  son,  en  cada  punt,  solucio  de  l’equacio  de  segon  grau 

ж2  -  2 Пх  +  JC  =  0 


i  per  tant 


кГ  =  П±  VU2  -  /С,  i  =  1,2.  (6.7) 

Aquesta  formula  es  molt  util  ja  que  Ћ  i  JC  es  calculen  a  partir  de  la  matriu 
de  WP  en  qualsevol  base.  I  demostra,  com  veurem  a  la  pagina  146,  qne  k\  i 
k 2  son  funcions  contfnues,  diferenciables  fora  dels  punts  umbilicals. 


57Entenem  per  jacobia  el  determinant  de  la  matriu  jacobiana. 
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Interpretacio  geometrica  de  la  curvatura  de  Gauss 

Teorema  6.3.2  Sigui  P  un  punt  d’una  superficie  S  tal  que  /С(Р)  ^  0.  Supo- 
sem  que  Bn  es  una  successio  d’entorns  connexos  de  P  en  S  amb  Area(Bn )  — » 
0  i  tals  que  qualsevol  entorn  de  P  conte  tots  els  Bn  a  partir  d  ’un  n  prou  gran. 
Demostreu  que  es  compleix 


lim 

п — Уос 


Area  ( J\f(Bn )) 
Area  (Bn) 


1ВД1, 


on  Af  :  S  — »  S 2  es  l  ’aplicacio  de  Gauss. 

Demostracio ,58  Prenem  (U,  p)  carta  local  de  S  que  contingui  P  i  sigui  Qn  C 
U  tal  que  (p(Qn)  =  Bn.  Llavors 


A(Bn)  =  /  \\(pu  Л  (pv\\dudv. 

Ј  Qn 

Per  altra  banda,  prenem  com  carta  local  de  S2,  v  =  M  o  tp.  Aixo  es  pot 
fer  localment  ja  qne  la  condicio  /С  ф  0  implica  qne  M  es  un  difeomorfisme 
local. 

En  particular  M(Bn )  =  M((p(Qn)  =  n(Qn)  i  per  tant 

A(M(Bn))=  /  \\vuAvv\\ dudv, 

Qn 

Pero  sabem,  relacio  (6.6),  que 

vu  =  ~Wp((pu), 
vv  =  -WP(<pv), 

amb  P  =  <p(u,v).  Si  posem 

WP  (ipu)  =  aipu  +  b(pv 
Wp(<pv)  =  cpu  +  d(pv 

tenim 

vu  Avv  =  WP(pu)  Л  WP(pv)  =  (ad  -  bc)pu  Л  pv, 


58A  [29]  hi  trobareu  una  demostracio  mes  curta  utilitzant  pull-back  de  formes. 
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Pero  ad  —  bc  es  el  determinant  de  Wp  i  es,  doncs,  igual  a  la  cnrvatnra  de 
Gauss  /С  en  P. 

Per  tant, 

1Уи  JC(P)ipu  A  pVi 

qne  es  pot  pensar  com  una  igualtat  de  funcions  sobre  U,  ja  que  P  =  <p(u,  v), 

vu/\vv  =  (JC  o  р)  <pu  Л  ipv 


que  escriurem  com 


vu  A  vv  =  K  ipuA<pv.  (6.8) 

ja  que  sernpre  utilitzarem  la  notacio  JC  o  p  =  K . 

Pel  teorema  del  valor  mitja  per  integrals 


A(Bn)  —  A(Qn )  •  \\pu  Л  </Л;||(0>  £  ^  Qn 

А(ЛГ(Вп))  =  A(Qn)  •  || pu  Л  pv IK77)  •  K(rj),  г)  e  Qn 

Dividint  les  arees  i  prenent  lnnits  hem  acabat,  ja  que  £,r)  tendeixen  a  P.  □ 

Observacio  6.3.3  Molt  important  remarcar  que  per  calcular  l’area  d’una 
regio  sobre  Vesfera  obtinguda  com  imatge  d’una  regio  sobre  la  superficie  per 
l’aplicacio  de  Gauss  hem  d’integrar  la  curvatura  de  Gauss  a  la  regio  corres- 
ponent.  En  efecte,  hem  demostrat  que 


A(M(Bn))  = 


'Qn 

[ 

'Qn 

f 

'Qn 


\\uu  Л  uv\\dudv 

\К\  •  \\pu  Л  pv\\dudv 

\K\  ■  VEG  -  F2  dudv. 


(6.9) 


Е1  valor  de  la  integral  de  la  curvatura  de  Gauss,  sense  valor  absolut, 


K  •  VEG  -  F2  dudv 


'  Qn 


es  diu  que  es  Гагеа  amb  signe  de  Л f(Br 
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6.4  Segona  forma  fonamental 

Defmicio  6.4.1  Sigui  P  un  punt  d  ’ ипа  superficie  S.  La  segona  forma  quadratica 
fonamental  de  S  en  P  es  l’aplicacio 

Пр  :  TPS  х  TPS  — >  № 

donada  per 

IIp(X ,  1")  =  [Wp(X),  1"),  X,  Y  e  TpS. 

Per  tant,  tambe 

II p (X,  Y)  =  -  (dJ\fP (X) ,  Y) ,  X,  Y  e  TPS. 

Observem,  doncs,  que  depen  de  quina  normal  a  la  superffcie  elegim. 
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Proposicio  6.4.2  La  segona  forma  fonamental  es  simetrica. 

Demostracić.  Es  el  mateix  que  clir  que  l’endomorfisme  de  Weingarten  es 
anto-adjnnt.  En  efecte, 

HP(X,Y )  =  (WP(X),Y)  =  ( X,WP(Y ))  =  IIP(Y,X).  □ 

Matriu  de  la  segona  forma  fonamental 

Sigui  (U,  Lp)  una  carta  local  de  S.  Considerem  l’aplicacio  de  Gauss  N  definida 
respecte  de  la  normal  indulda  per  (U,tp).  Com  la  segona  forma  fonamental 
II p  esta  definida  per  a  tot  punt  P  =  tp(u,v)  podem  pensar  qne  per  a  cada 
(u,v)  G  U,  tenirn  definida  la  segona  forrna  fonamental  П^и,г)  en  l’espai 
tangent  TV{U,V)S.  En  aquest  espai  hi  tenirn  definida  la  base  tpu,tpv,  respecte 
de  la  qual  IIV(U,V)  te  matriu 

f  —(dMpfpu),  <pu)  -(dMP(tpu),tpv)  \  _  /  e(u,v)  f(u,v)  \ 

V  -(dAfp(<Pv),<Pu)  ~(dAfp(<Pv),<Pv)  )  V  /(u>u)  9(u,v)  ) 

D’aquesta  manera  e,  f,  g  son  funcions  sobre  l’espai  de  parametres. 

Ara  be,  per  la  igualtat  (6.3),  pagina  135,  tenim  que 

e  =  -(dNP(ipu),ipu)  =  -(vu,<Pu)  =  (v,  tpuu), 
f  =  -(dJ\TP(ipu),ipv)  =  ~(vu,tpv)  =  (u,(puv), 
g  =  -(dNp(ipv),ipv)  =  ~(vv,tpv)  =  (v,  tpvv). 

Tambe  podem  calcular  e,f,g  substituint  u  pel  seu  valor  (equacio  (6.1), 
pagina  134)  a  les  anteriors  igualtats.  Obtenim 

_  det (</?„,  tpv,  tpuii) 

^EG-F2~' 

f  _  det  Pv>  Puv) 

1  ~  л/EG  -  F2  ’ 

_  d6t((^W)  (pV)  ^Pvv) 

9  -  \/EG  -  F2 

Pels  mateixos  comentaris  que  hem  fet  en  parlar  de  la  matriu  de  la  primera 
forma  fonamental  respecte  de  la  base  tpu,tpv,  pagina  112,  en  lloc  d’escriure 

_  f  e(u,v)  f(u,v)  \ 

\f(u,v)  g(u,v))’ 
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escriurem 


o  simplement 


II v  = 


e  / 

/  9  )' 


II  = 


e  / 
/  9 


Matriu  de  l’endomorfisme  de  Weingarten 

La  formula 

IIp(X,Y)  =  Ip(WPX,Y) 

ens  diu  directament  que  tenirn  la  igualtat  matricial 

II  =  W*I, 

on  I ,  II,  W  denoten  les  matrius  de  la  primera  i  segona  forrnes  fonamentals  i 
de  l’endomorfisme  de  Weingarten  respecte59  dc  la  base  (pu,<pv  de  TPS. 
D’aquf  deduim 

W*  =  (II)I~l 

i  per  tant,  utilitzant  la  simetria  de  I  i  II,  obtenim  la  molt  util  formula 


W  =  I~l  ■  II 


Introduint  els  coeficients  de  /  i  II, 


W  =  I~lII 


1 

EG-F 2 


Ge-Ff  Gf-Fg\ 
Ef-Fe  Eg  —  Ff  ) 


(6.11) 


Aqnesta  notacio  vol  dir  qne  si  P  =  < p(u,v ),  tots  els  coeficients  de  la  primera 
i  segona  forma  fonamental  estan  valorats  en  cl  punt  (u,v). 

Per  definicio  de  matriu  associada  a  una  aplicacio  lineal,  i  la  igualtat 
Wp((pu)  =  —  Vu,  Wp((pv)  =  —vv  (vegeu  (6.6),  pagina  137),  la  igualtat  (6.11) 
s’escriu 

59Aquesta  afirmacio  es  certa  per  a  matrius  respecte  de  ciualsevol  base,  регб  a  nosaltres 
ens  interessa  la  base  (ри,(рУ- 
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Ff-Ge^  Fe-Ef 
EG-F 2  P u  +  EG-F 2 
Fg  -  Gf  Ff-Eg 

EG  -F2lfu+  EG-  F2 


(6.12) 


Com  la  curvatura  mitjana  Ћ.  i  la  curvatura  de  Gauss  IC  de  S  en  cl  punt 
P  =  <p(u,  v)  son  respectivament  la  meitat  de  la  traga  i  el  determinant  de  Wp, 
denotant  H  =  T-Lo(p\K  =  ]Co(p,  tenirn  que 


H 

K 


1  Eg  -  2 Ff  +  Ge 

2  EG-F 2  ’ 

eg-f2 

EG-F 2' 


(6.13) 


Utilitzant  ara  l’expressić  6.7  podern  calcular  k\  i  &2 . 

Aquestes  expressions  demostren  que  les  funcions  H  i  /С  sobre  S  son  fun- 
cions  diferenciables.  Aixo  demostra,  per  exemple,  que  el  conjunt  format  per 
mitja  esfera  tapant  un  cilindre  no  es  una  superffcie  (la  curvatura  de  Gauss 
no  canvia  contmuament  al  passar  del  cilindre  a  l’esfera). 

I  la  formula  (6.7)  demostra,  a  partir  d’aixo,  que  les  funcions  /q  son 
continues;  i  diferenciables  fora  dels  punts  umbilicals  (al  derivar  una  arrel 
quadrada  apareix  aquesta  en  el  denominador,  i  en  els  umbilicals  aquest  de- 
nominador  es  podria.  anul-lar).  Vegeu  l’exercici  6.8.4. 

Observem  tambe  que  l’expressi6  de  K  es  un  quocient  de  determinants, 


K 


e  f 

f  9 
E  F 
F  G 


det  II  f 
det  If  ’ 


on  If,  II, f  denoten  les  matrius  de  la  primera  i  segona  forma  fonamental  respec- 
te  de  la  base  (<pu,  <pv).  Ara  be,  sabem  que  no  te  sentit  parlar  del  determinant 
d’una  aplicacio  bilineal,  pero  en  l’expressio  anterior  no  hem  de  pensar  que 
tenim  dos  determinants  sino  un  quocient  de  determinants.  I  aixo  si  que  te 
sentit  ja  que  el  que  sf  esta  ben  definit  per  a  les  forrnes  quadratiques  es  el 
seu  discriminant ,  que  es  cl  determinant  de  la  matriu  de  ГарНсасш  bilineal, 
en  qualsevol  base,  modul  quadrats.  Aixo  es  aixi  per  la  formula  del  canvi  de 
base  de  les  matrius  associades  a  aplicacions  bilineals.  En  el  nostre  cas,  tal 
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com  ja  hem  vist  a  la  pagina  116,  aquesta  formula  ens  diu  que  si  tenirn  una 
segona  carta  local  (V,  ф)  i  denotem  per  M  la  rnatriu  del  canvi  de  base  entre 
les  base  (<pu,(pv)  i  ('фи,'ф1)),  tenim  la  relacio 

det  Iv  =  det  1ф  ■  (det  M)2. 

Е1  mateix  passa  amb  la  segona  forrna  fonamental  de  manera  que  tenim 

det  Др  det /Јр  •  (det  M)2  det  Пф 
det  Iv  det  1ф  ■  (det  M)2  det  1ф 


Calcul  de  les  direccions  principals 

Calculem  els  valors  i  vectors  propis  de  W  en  funcio  dels  coeficients  de  la 
primera  i  segona  forrnes  fonamentals  donats  respecte  d’una  parametritzacio 

(u,<p). 

Els  valors  propis  de  l’endomorfisme  de  Weingarten  W  son  les  arrels  del 
seu  polinomi  caracterfstic. 

Pero  aquest  polinomi  es,  per  l’equaci6  (6.11), 


det(W  —  x.id)  =  х 2 


Eg  -  2 Ff  +  Ge  eg  -  /2 
EG-F 2  X  EG-F2' 


Observem  que  els  coeficients  d’aquest  polinomi  son  funcions  sobre  U,  es 
dir,  tenirn  un  polinomi  caracteristic  en  cada  punt  p(u,v). 

Abu,  les  curvatures  principals  k\,  k?  de  S  en  cl  punt  p(u,v),  son  lcs  arrels 
de  l’equaci6 


(EG  -  F2)x2  -  (Eg  -  2 Ff  +  Ge)x  +  (eg  -  f2)  =  0.  (6.14) 


Les  podrfem  explicitar60  pero  el  que  ens  importa  es  que  la  seva  suma  es 
igual  a  menys  el  coeficient  de  la  х  dividit  pel  coeficient  de  х2  i  cl  seu  producte 
es  el  terme  independent  dividit  pel  coeficient  de  х2.  Obtenim  aixi  les  formules 
6.13  per  a  la  curvatures  mitjana  i  de  Gauss. 

60En  un  punt  on  fi  =  G  =  1,  F  =  0,  obtenim  les  classiques  formules  de  p\,pi  ja 
obtingudes  per  Euler  i  Meusnier, 


2 

g  +  e±  ф (g  -  e)2  +  4/2 


148 


Agusti  Reventos 


Per  calcular  els  vectors  propis,  un  cop  coneguts  k\  i  h>2,  tan  sols  hem  de 
resoldre  les  dues  equacions 

W(ui)=kiUi,  i  =  1,2. 

Aquests  calculs  son  estandards.  Concretament  tenim 


Proposicio  6.4.3  Donada  la  carta  local  (U,(p),  el  vector 

w  =  \ipu  +  pipv 


es  vector  propi  de  l  ’endomorfisme  de  Weingarten  si  i  nomes  si 

■2  -Л/i  Л2 


Џ 

E 


Demostracić.  Denotant 


F 

f 

W  = 


G 

9 


=  0. 


(6.15) 


a  b 
c  d 


la  matriu  de  l’endomorfisme  de  Weingarten,  la  condicio  de  vector  propi 


a  b 
c  d 


Л 

џ 


=  k 


per  a  una  certa  fcel  equival  a  1’anuHcio  del  determinant 

=  0 


a\  +  bp  \ 
c\  +  dp  p 


(els  vectors  son  proporcionals).  Es  a  dir, 

bp2  —  (d  —  а)\џ  —  сЛ2  =  0. 


Com  que 

Ge-Ff 
п  ~  EG-F 2 
_  Gf-Fg 
'  EG-F 2 

Ef-Fe 
EG  -  F2 
_  Eg-Ff 

(  EG  -  F2 
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obtenim  directament  que  w  =  \<pu  +  џ(ри  es  vector  propi  de  W  si  i  nomes  si 
(Gf  -  Fg )џ2  -  ( Eg  -  Ge) \џ  -  (Ef  -  Fe) X2  =  0, 
регб  aquesta  formula  es  pot  escriure  com61 


џ2  —Хџ  X2 
E  F  G 
e  f  g 


=  0.  □ 


Diguem  de  passada  que  podem  redemostrar  a  partir  d’aquf  que  els  vectors 
propis  U\  =  X\(pu  +  џ\<ри,  u2  =  X2pu  +  џ2рг,  de  valors  propis  k\  ф  k2  son 
ortogonals.  Nornes  s’ha  d’observar  que  els  quocients  /q/Aj,  i  =  1,2,  son 
solucio  de62 


(Gf  -  Fg)x2  -  (Eg  -  Ge)x  -  (Ef  -  Fe)  =  0, 


i  per  tant 


Abu 


Џ\  Џ-2  _  Eg-Ge 

Ai  Л2  Gf-Fg 
Џ1Џ2  =  (Ef  -  Fe) 
ХгХ2  Gf  —  Fg 


( 


Ai 


AA1A2  +  (Х±џ-2  +  Х2џ\ )F  +  џ\џ2  G 


A1A2 

0. 


Eg-Ge 

Gf-Fg 


Ef-Fe 

Gf-Fg 


61Sembla  una  casualitat  que  ara  apareixin  determinants.  Sembla  nomes  una  norma 
mnemotecnica  per  recordar  facilment  l’equacio  dels  vectors  propis.  En  Jaume  de  Dios, 
quan  va  sentir  acjuest  comentari  meu,  no  es  va  poder  estar  d’escriure  l’exercici  6.8.5. 

62Si  no  sabessim  d’on  surt  aciuesta  equacio  de  segon  grau  ens  podriem  preguntar  si  te  o 
no  soucions  reals.  Vegeu  l’exercici  8.6.3. 
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6.5  Lfnies  de  curvatura 


Defmicio  6.5.1  Sigui  7 (s)  una  corba  continguda  en  una  superficie  S  Direm 
que  7  es  linia  de  curvatura  si  y(s)  es,  per  a  tot  s,  vector  propi  de  l’endo- 
morfisme  de  Weingarten. 

Per  calcular  les  equacions  diferencials  de  les  Knies  de  curvatnra  respecte 
d’una  carta  local  (U,  ip)  nomes  hem  d’escrinre  7(5)  en  coordenades,  7(5)  = 
(p(u(s),v(s)),  amb  la  qnal  cosa  7 '(s)  =  u'(s)(pu(u(s),  v(s))+v' (s)(pv(u(s) ,  u(s)), 
i  aplicar  l’equaci6  (6.15). 

Tenim 


u'(s)2 


u'(s)2 


E(u(s),v(s))  F(u(s),v(s))  G(u(s),v(s)) 
e(u(s),v(s))  f(u(s),v(s))  g(u(s),v(s)) 

qne  escriurem  simplement  com 


=  0. 


E  F  G 
e  f  g 


0. 


(6.16) 


Proposicio  6.5.2  (Equacio  de  Monge)  L'eguacio  diferencial  de  les  Imies 
de  curvatura  d’una  superficie  donada  com  grafica  de  z  =  z(x,y),  quan  la 
corba  ve  donada  com  у  =  y(x),  es 

(y')2[s(l  +  q2)  -  pqt\  +  y'[r(  1  +  q 2)  -  t(  1  +  p2)]  +  rpq  -  s(l  +  p2)  =  0. 

(6.17) 


Demostracio.  Aquesta  superficie  es  pot  parametritzar  com 

(p(x,y)  =  (x,y,z(x,y)), 

de  manera  qne 

P  X  (1)0)  ZX ) 

Ру  =  (0)  1)  Zy) 

Рхх  (0)  0,  zxx) 

*pi :y  (0,  0,  ^ху) 

Руу  =  (0)  0,  zyy) 
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Per  tant, 
amb 

Com  la  normal  es 

1 

e  = 


E=l+p2,  F=pq,  G  =  (l  +  q2 


д  z 


д  z 


P  дх ’  q  ду' 


V  = 


\J p2  +  q2  +  1 


r,  f  = 


л Jp2  +  q2  +  1 

1 


\J p2  +  q2  +  1 


(-P,  -9, 1) 


s,  9  = 


\Jp2  _|_  g2  _|_ 


amb 


<92z  <92г  <92z 

дхду1  ^  ду2' 


<9ж2’ 


Substituint  a  (6.16),  tenint  en  compte  que  la  corba  es  (p(x,y(x))  i  per 
tant  u  =  х,  v  =  y(x),  tenim 


у'2  -у'  i  o 

1  +  p2  pq  1  +  q2 


r 


t 


=  0, 


i  cl  desenvolupament  d’aquest  determinant  coincideix  amb  (6.17),  com  voliem 
veure.  □ 


Nota  6.5.3  Observem  que  en  el  cas  particular  en  que  la  superficie  S  es 
grafica  de  z  =  z(x,  у)  amb  z( 0, 0)  =  0,  i  TPS  =  {z  =  0},  llavors  p  =  q  =  0  a 
l’origen  (vegeu  exercici  6.8.3)  i  per  tant  l’equaci6  de  les  direccions  principals 
a  l’origen  es  redueix  a 

у'2  -у'  1 
10  1 
r  s  t 

amb  у'  =  y'( 0),  i  les  derivades  segones  r,  s,  t  tambe  valorades  a  l’origen.  Aixo 
vol  dir  que  la  direccio  (1,  а,  0)  G  TPS  es  direccio  principal  si  i  nomes  si 

so2  +  а(г  —  t)  — s  =  0. 

Aquesta  equacio  diu  directament  que  hi  ha  dues  direccions  principals  (es 
una  equacio  de  segon  grau)  i  que  son  ortogonals  (el  producte  de  les  dues 
arrels  а\,  п2  es  —1  i  per  tant  (1,  а\,  0)  •  (1,  а^,  0)  =  0). 


=  sy' 2  +  y'(r  —  t)  —  s  =  0,  (6.18) 


152 


Agusti  Reventos 


Nota  6.5.4  Е1  1795  Monge  publica:  Les  lignes  de  courbure  de  la  surface  de 
VEllipsoide ,  [22],  utilitzant  les  equacions  generals  de  les  Knies  de  curvatura, 
que  havia  estudiat  a  Memoire  sur  la  theorie  des  deblais  et  des  remblais,  [21]. 
Obte 

Ахуу'2  +  y\x2  —  Ау2  —  B)  —  ху  =  0. 


amb 


a2{b 2  —  c2)  a2[a2  —  b2) 

=  b2(a2  —  c2)  ’  =  a2  —  c2 

on  a,  b,  c  son  els  semieixos  de  l’el-lipsoide.  I  de  seguida  la  integra  obtenint 
que  es  tracta  d’una  seccio  conica  dcl  tipus  у2  =  /Зх 2  +  7,  per  certes  constants 
/3, 7  que  s’han  d’ajustar.  Per  tant  es  tracta  d’una  conica  concentrica  amb 
l’el  lipsoide  que  sera  una  el-lipse  o  una  hiperbola  segons  el  signe  de  f3.  Ob- 
serveu  que  aquesta  conica  es  la  projeccio  sobre  cl  pla  z  =  0  de  lcs  linies  de 
curvatura. 


6.6  Coordenades  principals 

Un  cop  sabem  que  fora  de  punts  umbilicals  les  linies  de  curvatura  son  or- 
togonals,  les  podem  agafar  com  linies  coordenades.  Aquestes  coordenades 
es  diuen  principals.  Abans  de  demostrar-ne  rigorosament  l’existencia,  cosa 
que  farem  mes  endavant  a  l’exercici  13.5.1,  pagina  329,  degut  a  que  implica 
coneixements  que  ara  110  tenim,  veiem-ne  una  caracteritzacio. 

Proposicio  6.6.1  Sigui  S  una  superficie  sense  punts  umbilicals.  Una  para- 
metritzacio  <p(u,  v)  de  S  es  principal  si  i  nomes  si  F  =  f  =  0.  En  aquest  cas 
les  curvatures  principals  son  k\  =  е/ E  i  —  g/G . 

Demostracio.  Sigui  tp(u,v)  una  parametritzacio  principal.  Aixo  vol  dir,  per 
defmicio,  que  <pu  i  <pv  son  en  cada  punt  direccions  principals.  En  particular, 
com  que  aquestes  son  ortogonals,  F  =  0. 

Per  altra  banda, 

/  =  -(dJ\fp(<pu),<pv)  =  (WP(<pu),<pv)  =  0 


ja  que  <pu  es  vector  propi  de  Wp. 
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Reci'procament,  si  F  =  f  =  0  l’equaci6  diferencial  de  les  li'nies  de  curva- 
tura  es  redueix  a 

(Eg  —  eG)u'v'  =  0. 

Ara  be,  si  Eg  —  eG  =  0,  en  un  pnnt,  com  que  tambe  tenim  F  =  /  =  0, 
vol  dir  que  estem  en  un  punt  nmbilical  ja  que  j^E  =  e,  j^F  =  f ,  j G  =  g 
(la  primera  i  segona  formes  son  proporcionals).  Com  hem  suposat  que  no  hi 
ha  punts  umbilicals,  ha  de  ser  Eg  —  eG  0  en  tot  punt,  i  per  tant  l’equaci6 
diferencial  de  les  lmies  de  curvatura  es  redueix  a  u'v'  =  0  que  te  com  solucio 
u  =  constant  i  tambe  v  =  constant ,  es  a  dir,  les  h'nics  coordenades  son  linics 
de  curvatura  i  la  parametritzacio  es  principal. 

Finalment  la  igualtat  k\  =  e/E  i  =  g/G  es  despren  directament  de  la 
formula  (6.11),  pagina  145.  □ 


6.7  La  primera  i  segona  forma  fonamentals 
determinen  la  superffcie 

Clourem  aquest  capi'tol  veient  que  la  primera  i  segona  forma  fonamentals  de- 
terminen  la  superfi'cie,  i  que  per  tant  no  cal  pensar  en  introduir  nous  objectes 
per  estudiar  una  superfi'cie  ja  que  tota  la  informacio  es  troba  a  I  i  II.  Per  a 
aixo  utilitzarem  entorns  tubulars. 

Entorns  tubulars 

Sigui  S  una  superfi'cie.  Donat  e  >  0  denotem  NeS  cl  subconjunt  de  M3  format 
per  la  unio  dels  segments  oberts  de  rectes  normals  a  S,  centrats  en  els  punts 
de  S  i  radi  e. 

Defmicio  6.7.1  Direm  que  N€S  es  un  entorn  tubular  de  S  si  Vaplicacio 

F  :  S  х  (— e,  e)  — >•  N€S 

donada  per 

F(x,  t)  =  х  +  tAf(x) 


on  АГ  es  Vaplicacio  de  Gauss,  es  un  difeomorfisme. 
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Es  pot  veure  amb  certa  facilitat,  vegeu  per  exemplc  [24]  pagina  141,  que 
donada  una  superficie  compacta  existeix  un  e  >  0  tal  que  el  conjunt  NeS  es 
un  entorn  tubular  de  S. 

A  la  Proposicio  segiient  veurem  que  l’entorn  tubular  es  pot  estendre  com 
a  rnolt  fins  els  radis  de  curvatura  principal,  es  a  dir  e  <  р,. 

Proposicio  6.7.2  Si  NeS  es  un  entorn  tubular  de  S  llavors  e  es  mes  petit 
que  els  radis  de  curvatura  principal. 

Demostracio.  Sabem  que  la  diferencial  de  F  en  un  punt  (p,  t)  es  un  isomor- 
fisrne.  Perb 


dF(Piq(u,  0)  =  v  +  t  dMp(v) ,  v  G  TPS 
dFM( П,  !)  =  A f(p) 

Aixi,  en  el  cas  particular  en  que  v  =  e*  sigui  un  dels  vectors  propis  de 
l’endomorfisme  de  Weingarten 

dF(ptt)(ei,  0 )  =  вг-  tkiei  =  (1  -  ЊГ)еГ,  i  =  1,  2 

i  ha  de  ser,  doncs,  1  —  tkt  o.  Com  per  t  =  0  aquest  valor  es  positiu  ha  de 
ser  1  —  tki  >  0,  es  a  dir,  t  <  р^.  □ 

Ara  ja  estern  en  condicions  de  demostrar,  seguint  [24],  el  resultat  segiient. 

Teorema  6.7.3  (Teorema  fonamental  de  la  teoria  de  superffcies)  Si- 

guin  S i  i  S2  superficies  orientables  amb  S  соппеха.  Sigui  f  :  S±  — *  S2  una 
isometria  local  que  conserva  la  segona  forma  fonamental.  Llavors  f  es  la 
restriccio  a  S\  d’un  moviment  rigid  de  M3. 

Demostracić.  Donat  P  G  S\,  sabem  que  existeixen  entorns  oberts  V  de  P  a 
Si  i  V'  de  f(P)  a  S2  tals  que  /  :  V  — >  V'  es  difeomorfisme. 

Considerem  entorns  tubulars  de  radi  e,  NfV  i  NeV'  i  estenem  /  a  una 
aplicacio  ф  :  NeV  — *  NeV'  definida  per 

ф(х  +  tj\fi(x))  =  f(x)  +tj\f2(f(x)),  х  G  V 

on  J\f\  i  N2  son  les  respectives  aplicacions  de  Gauss.  Aquesta  aplicacio  es 
clarament  difcrenciablc  i  bijectiva.  Estudiarem  ara  la  seva  diferencial  per 
veure  que  es  bijectiva  en  cada  punt  i  per  tant  ф  es  difeomorfisme.  La  diferen- 
cial  es  una  aplicacio  lineal  de  №3  que  considerarem  descompost  en  cada  punt 
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on  s’aplica  la  diferencial  en  suma  directa  del  subespai  tangent  a  la  superficie 
i  cl  seu  normal. 

Primer  pas.  Mirem  com  actua  sobre  els  vectors  normals.  Sigui  у  = 
х  +  tj\f\ (х).  Llavors 

d(j)y(N\{x))  =U2(f(x)). 

En  efecte,  <r(s)  =  у  +  sNi(x)  es  una  corba  integral  de  Af\ (х)  e  ТуШг  =  M3. 
Aixi, 

dfy(Ni(x))  =  ф((т(б))  =  ( f(y ))  +  sN2(f(x))  =  M2(f(x)). 

dss= o  dss= o 


Segon  pas.  Mirem  com  actua  sobre  els  vectors  tangents.  Si  agafem  sense 
mes  un  vector  tangent  a  la  superficie  tindrem  dificultats  en  calcular  la  seva 
corba  integral  per  у.  Per  aix6  fem  cl  petit  truc  de  calcular  dfy  sobre  vectors 
del  tipus 

w  +  td(Afi)x(w)  E  ТуШ3,  w  E  TXS 

D’aquesta  manera  si  a(s)  es  una  corba  integral  de  w,  (3(s)  =  a(s)  + 
tAfi(a(s))  es  corba  integral  de  w  +  td(Afi)x(w)  i  per  tant 

dfy(w  +  td,(Afi)x(w))  =  f(/3(s)) 

dSs= o 

=  f  (. f(a(s))  +  W2(f(c(S )))) 

dss= o 

=  dfx(w)  +  td{Af2)  f{x)dfx(w) 

pero,  a  l’exercici  6.8.7  demostrem  que  pel  fet  de  que  /  conservi  les  segones 
formes  fonamentals  la  seva  diferencial  commuta  amb  la  diferencial  de  les 
normals, 


(dAf2)f{p)  o  dfP  —  dfp  o  (dNi)p 


Per  tant, 

dfy(w  +  td{Afi)x(w))  =  dfx(w  +  td(Afi){x)(w)) 

Es  a  dir,  dfy  coincideix  amb  dfx  sobre  els  vectors  de  la  forma  w  +  td{Afi)x(w). 
Pero  resulta  que  tot  vector  de  TXS  es  pot  posar  d’aquesta  manera  ja  que 
l’aplicacio 


id  +  td(Afi)x  :  TXS  — +  TXS 
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es  isomorfisme.  En  efecte,  si  w  +  td(Afi)x(w)  =  0  tenim  diJ\f\ )x(w)  =  —\w  i 
per  tant  w  es  vector  propi  de  l’endomorfisme  de  Weingarten  de  valor  propi 
1/t.  Es  a  dir,  t  =  p^,  i  =  1  o  i  =  2  on  son  els  radis  de  curvatura  principals. 
Pero  aixo  no  pot  ser  ja  que  en  els  entorns  tubulars  t  <  (pagina  154). 
Resumint, 


d(fy(Ni(x))  =  J\f2(f(x)),  d(j)y  =  dfx  sobre  TXS 

Per  tant,  d(fy  porta  bases  a  bases  i  es  doncs  un  isomorfisme.  Pero  encara  mes, 
si  prenem  una  base  ortonormal  adaptada  a  la  descomposicio  TXS  ®  ( M(x )) 
la  seva  irnatge  per  dfy  es  tarnbe  una  base  ortonormal,  per  tant  d<py  es  una 
isometria  lineal. 

Llavors,  per  l’exercici  6.8.8,  ф  es  la  restriccio  d’un  moviment  rigid  de  №3. 
Per  ser  S  соппеха,  tots  els  movimcnts  rfgids  corresponents  a  diversos 
entorns  oberts  V  de  S  coincideixen.  En  efecte,  sigui  F  cl  movimcnt  rfgid  de 
№3  que  restringeix  a  ф.  Sigui 

Z  =  {х  E  S;  31'Pentorn  obert  de  S,F(bE)  C  S1'} 

Es  facil  veure  que  Z  es  no  buit  (P  hi  pertany),  obert  i  tancat  i  coincideix 
doncs  amb  S.  Es  clar  que  es  obert.  Per  veure  que  es  tancat  suposem  у^  —t  у 
amb  ук  G  Z.  Si  у  ф  Z ,  per  tota  bola  B(y;  1  /п)  de  у  hi  haurien  punts  zn 
tals  que  F(zn)  ф  S'.  Pero  aquests  zn  estaran  en  algun  moment  dintre  dels 
entorns  del  у^  que  s’apliquen  a  S'  per  F,  contradiccio.  □ 


6.8  Exercicis 

Exercici  6.8.1  Demostreu  que 

.  .  д д<р, 

det(i/,  —  ,  — , 
ди  dv 

Solucić.  En  general, 


=  VEG  -  F2. 


det(u  Л  v,  u,  v)  = 


u2v3  -  u3v 2  u3v i  -  u iV3  u iv2  -  u2v i 
U\  U2  u3 

V\  v2  v3 


Desenvolupant  per  la  primera  fila 
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det(w  Л  v,  u,  v )  =  ||w  Л  г>| 


En  el  nostre  cas, 

i  .  /  &P  д<р^  _  1  i  .,д<Р  др  chp_  др 

e(U,dudv^  \\ЏсЏ\\  Gt^du  Л  dv’  ди  dv^ 

N  OU  OV  И 

Per  la  identitat  de  Lagrange,  pagina  115,  hem  acabat. 


I—  Л  —\ 
ди  dv 


Exercici  6.8.2  Calculeu  les  curvatures  principals  en  cada  punt  de  la  su- 
perficie  tp  :  №  х  (0,  2n)  — *  №3  donada  per  tp{u,v)  =  (ucosv,  u  sinn,  u2). 

Solucio. 


tp(u,v)  =  (ucosv,usmv,u2) 

<pu  =  (cos  v,  sin  v,  2 u) 

<pv  =  (— м  sin  г;,  и  cosv,  0) 

<pu  Л  <pv  =  (— 2гг2  cos^>,  — 2гг2  sin^>,  гг) 

1 

u(u,v)  =  .  =  (— 2гг  cos  v,  —2  u  sin  г>,  1) 


л/4  гг2  +  1 
<puu  =  (0,0,2) 

<puv  =  (— sinr>,  совг;,  0) 

<pvv  =  (— гг  cos^>,  — гг  sinr>,  0) 


La  segona  forrna  fonamental  es  doncs 


1  f  2  0 

Lfu2  +  1  v  0  2 u‘ 


i  l’endomorfisme  de  Weingarten 


W  =  1-41  = 


_L _  f  (4гг2  +  l)-1  0 

4гг2  + 1  V  0  u~2 

2 

(4гг2  +  l)3/2  ° 

i!  (4гг2  +  1  )V2 


2  0 
0  2гг2 
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Com  que  aquesta  matriu  es  diagonal  tenim 

=  2 

k2  = 


(4и2  +  1)3/2’ 
2 


(4м2  +  l)1/2 

Exercici  6.8.3  Sigui  S  una  superficie  donada  com  grafica  de  la  funcio  z  = 
z(x,y).  Calculeu  els  coeficients  de  la  segona  forma  fonamental  en  termes  de 
z(x,y). 

Solucio.  Aqnesta  superficie  es  pot  parametritzar  per 

(f(x,y)  =  (x,y,z(x,y)). 


Aixi. 


Рх 

4>y 

Рх  Л  (Ру 
u(x,y) 

Рхх 

<fxy 

^Руу 


(1,0,%) 

(0,1,%) 

(  ZXl  %,  1) 

1 

y/zl  +  zl  +  l 
(0, 0,  zxx) 

(0, 0,  zXy) 

(0, 0,  zyy) 


~zy,  1) 


La  matriu  de  la  primera  forma  fonamental  es 


/  = 


1  +  zz 


zxzy 


ZxZy 

1  +  zl 


La  matriu  de  la  segona  forma  fonamental  es 

11=  1  '  Zx 


VZx  +  Zy  +  1  V  Л 


^ху 

^ху  Zyy 


i  l’endomorfisme  de  Weingarten 

w  =  Г1П  = 


V- 


zx  +  zl  +  l 


1  +  zi 


ZxZy 


(1  +  z2)zx 


ZxZy 

1+Zy 


Zxzyzxy 


^ху 


-ху 

7 

' УУ 


(1  +  zl)z, 


ху  ’  ZxZyZyy 


( Zx  +  Zy  +  l)3/2  \  (1  +  Zx)Zxy  zxzyzxx  (1  +  Zx)Zyy  zxzyz: 


■ху 
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En  particular, 


H  = 


(1  Zy ZXy  (l  zx)z. 


УУ 


2(^  +  ,2  +  1)3/2 


K  = 


det  II 


zxxzyy  zxy 


det  I  (z%  +  zl  +  l)2 


Una  simplificacio  important  s’obte  amb  la  segiient  consideracio.  Donat 
P  e  S  sernpre  podern  aconseguir,  mitjangant  girs  i  translacions,  fer  coincidir 
P  amb  l’origen  de  coordenades  i  de  tal  manera  que  TpS  vagi  a  coinciclir  amb 
el  pla  z  =  0. 

Tindrem  llavors  S  donada  com  grafica  d’una  funcio  z  =  z(x,y)  amb 
2(0,0)  =  0,  i  si  diem  ip(x,y)  =  (x,y,  z(x,y))  tindrem 

<£>x(0,0)  =  (1, 0,  zx(0,  0)),  +2,(0,  0)  =  (0,1,  2,(0,  0)) 

que,  per  la  hipotesis  que  hem  fet  sobre  el  pla  tangent,  implica 

+,(0,0)  =  2,(0,  0)  =  0. 

Per  tant,  la  segona  forma  fonamental  a  l’origen  es 

1 1  /  ^хх  ^ху 

\  zyx  zyy 

aquestes  derivades  parcials  valorades  a  l’origen.  Es  a  clir,  la  segona  forma 
fonamental  110  es  mes  que  el  Hessia  de  la  funcio  2  =  z(x,y). 

A  mes,  com  la  primera  forma  fonamental  a  la  l’origen  es  la  identitat 
cl  hessia  es  tambe  la  matriu  de  l’endomorfisme  de  Weingarten,  i  per  tant 
H  =  (zxx  +  2,,)/ 2  i  K  =  zxxzyy  —  zly,  aquestes  derivades  parcials  valorades 
a  l’origen. 


Exercici  6.8.4  63  Estudieu,  amb  Maple,  les  curvatures  principals  de  la  su- 
perficie  donada  com  grafica  de  z  =  х3  +  у3 .  Sćn  diferenciables? 

63Exemple  que  em  va  donar  David  Marin  parlant  de  curvatures  principals  no  diferenci- 
ables. 
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Exercici  6.8.5  64  Doneu  una  demostracić  alternativa  de  Vequacio  de  les 
Unies  de  curvatura  que  posi  de  manifest  de  manera  natural  l’aparicid  de  de- 
terminants.  Es  a  dir,  demostreu  que  si  co  =  X фи  +  џфу  es  un  vector  de  Tp(S), 
aleshores  u>  es  vector  propi  de  l’endomorfisme  de  Weingarten  Wp  si  i  nomes 
si: 


џ2  —Хџ  A2 
E  F  G 
e  f  g 


0 


Solucio.  Suposem,  per  comengar  que  els  vectors  ( e,f,g )  i  ( E,F,G )  son 
linealment  independents.  En  aquest  cas,  la  igualtat  anterior  es  equivalent  a 
que  existeixin  a,  /3,  al  menys  un  diferent  de  zero,  tal  que: 


(џ2,-Хџ,Х2)  =  a(E,F,G)  +  fi(e,f,g) 


Ara  notern  que  podem  associar,  de  forma  lineal  i  bijectiva,  les  matrius 
simetriques  de  dimensio  2  amb  els  vectors  de  dimensio  3,  amb  la  relacio: 


a  b 
b  c 


(a,  b,  c) 


Utilitzant  aquest  fet  en  la  primera  igualtat  en  els  tres  vectors  de  la  equacio 
anterior,  podem  obtenir  la  segiient  igualtat  de  matrius  simetriques: 


џ2  —Хџ 


E  F 


2  1  a  l  F  G)  +/3  \f  g 


e  / 


-Хџ  Xz 

Aquesta  igualtat,  регб,  la  podem  reescriure  de  forma  mes  simplificada 


com: 


A) 


(  h2  -Хџ\ 

\—Хџ  X2  J 


al  +  (311  =  I(a  +  fiWp) 


Ara  hem  de  notar  un  fet  important  sobre  la  matriu  de  l’esquerra  en  la 
.  Aquesta,  tret  de  constants  multiplicatives,  es  la 


igualtat, 


64Jaume  cle  Dios  Pont,  abril  2016. 
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unica  matriu  simetrica  de  dimensio  2  que  te  ш  al  seu  ker65. 

Per  tant,  la  condicio  de  la  existencia  de  а,(3  no  nul-les  tals  que  es  com- 
pleixi  la  igualtat  matricial  anterior  es  exactament  equivalent  a  demanar  que 
existeixin  а,  (3  tal  que:  ш  G  ker (1(а  +  [3WP )). 

Ara  be,  com  que  I  te  rang  2,  aixo  es  equivalent  a  demanar  que  lu  pertanyi 
al  ker  de  а  +  (3WP,  o  equivalentment,  que  sigui  vector  propi  de  Wp,  amb  valor 
propi 

Exercici  6.8.6  (Superficies  minimals)  Demostreu  que  ипа  superficie  es 
minimal  ( en  el  sentit  de  que  te  curvatura  mitjana  zero )  si  i  nomes  si  tot  petit 
domini  de  S  es  punt  critic  de  l’area  respecte  de  les  variacions  normals. 

Solucio.  Sigui  (U,  tp)  una  carta  de  S  i  h  una  funcio  arbitraria  sobre  U.  Per  a 
cada  t  G  (— e,  e)  definim 

ф*( u ,  v )  =  <p(u,  v)  +  th(u,  v)v(u,  v) 

on  v  es  el  camp  normal  a  S. 


v )  -г  th(u,  v)v(u,  V ) 


(p(u,v) 


v)  —  th(u,  v)v(u,  v) 


65Per  a  demostrar  aquest  fet,  tant  sols  cal  notar  que  si  una  matriu  te  ш  al  ker,  ш  n’es 
vector  propi.  L’altre  vector  propi  ha  de  ser  justament  l’ortogonal  a  ш,  es  a  dir,  que  la 

matriu  ha  de  ser  un  miiltiple  de  la  matriu  f  ^  J  (—џ  Л) 
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Llavors  tenim, 


Фги  =  <Pu  +  thuu  +  thuu 
Ф1  =  (pv  +  thvu  +  thuv 


i  per  tant  els  coeficients  de  la  primera  forma  fonamental  son 

El  =  E  —  2  the  +  o(t 2) 

Fl  =  F  —  2thf  +  o(t2) 

G*  =  G-2thg  +  o(t 2) 

ja  que  {(pu,  uu)  =  -e,  etc. 

Per  tant,  recordant  la  formula  (6.13)  per  a  la  curvatura  mitjana, 
E^G*  -  (F4)2  =  (EG  -  F2)(l  -  4 thH  +  o(t2)) 

Per  tot  domini  D  contingut  a  U  denotem  АГ  l’area  de  ^(D)  i  tenim 


А*=  /  (EG  -  F2)(l  -  AthH  +  o(t2))du  dv 


J  D 

Derivant  respecte  t  en  t  =  0  i  recordant  que  podem  derivar  sota  el  signe 
integral,  tenim 


dAf 


-  [  2 hH\[EG  -  F2du  dv. 
J  D 


dt  t=o 

Ara  es  conclou  sense  masses  dificultats 


Ехегскп  6.8.7  Siguin  S\  i  S2  superficies  orientables  i  f  :  S\  — >  S2  isome- 
tria  local  que  conserva  la  segona  forma  fonamental.  Llavors 

(dAf-2)f(p)  0  dfp  =  dfp  o  (dj\f\)p  (6.19) 

on  J\f\ ,  N2  son  les  respectives  aplicacions  de  Gauss. 

Solucio .66  Que  conservi  les  segones  formes  vol  dir,  per  definicio, 

((dj\f2) f(p)dfPu,  dfpv)  =  (( dN\)Pu,v ),  \/u,v  G  TPS\,\/P  G  S\  (6.20) 

Si  apliquem  u  al  prirner  terrne  de  (6.19)  i  multipliquem  cl  resultat  per  dfPv 
obtenim  cl  prirner  terrne  de  (6.20).  Si  fem  la  mateixa  operacio  sobre  el  segon 


66Continuem  seguint  [24]. 
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terme  de  (6.19),  es  a  dir,  li  apliquem  u  i  multipliquem  cl  resultat  per  dfpv 
obtenim 

(dfp(dJ\fi)Pu,  dfpv ) 
que,  per  ser  dfp  isometria,  es  igual  a 

{(<Wi)Pu,v) 

que  es  cl  segon  terrne  de  (6.20) 

Com  u  i  v  son  arbitraris  aixo  vol  dir  que  els  dos  termes  de  (6.19)  son 
ignals. 

Exercici  6.8.8  Sigui  ф  :  V  — >  V'  un  difeomorfisme  entre  oberts  connexos 
de  №3  tal  que  la  diferencial  en  cada  punt  es  una  isometria  lineal.  Llavors  ф 
es  la  restriccić  d’un  moviment  rigid  de  №3. 

Solucio.  Sigui  (^,  jri,  -£^),  la  base  canonica  de  №3. 

Per  ser  ^фр  isometria  lineal  tenim 

д  д  д  д 

,#р—  =  (  —  ,  — )  =  Sij,  i,j  =  1,2,3. 
dxi  дхј  дхг  дхј 

Perb 

пл  д  дд 

афр~л—  —  X—, 

дхг  дхг 

derivada  en  el  punt  P,  de  manera  que 

дф_  дф_  _ 
дхф  дхј  гј' 

en  tot  punt  P,  de  manera  que  derivant  respecte  de  x\~, 

/  д2Ф  дф  дф_  д2ф  = 
дх^дхг  ’  дхј  дхг  ’  дхјдх^ 

Aquesta  igualtat  es  pot  llegir  dient  que  la  funcio 

r  =  i  д2ф  дф 
Тгјк  дхкдхг  ’  дхј 

es  antisimetrica  en  i,j  (i  clarament  simetrica  en  i,  к).  Jugant  amb  aixo  tcnim 


_  _ S~1  _  _ _  S~1  _  S~1  _  _ /~1  _  _ S~1 

'rifijk  'ЈГ  ikj  ^kii  'crkii  'ст  iki  '-J  iik 


kij  'rifkji  'riJ  jki  ^jik  ^ijk 
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i  per  tant  GtJk  =  0,  cosa  que  implica 

dxkdxi 

i  per  tant  ф  es  lineal,  concretament  de  la  forma  ф{х)  =  Ах  +  b,  on  A  es  una 
matriu  3x3,  que,  per  coincidir  amb  d0p,  qne  es  isometria,  es  ortogonal.  Es 
a  dir,  ф  es  un  moviment  rigid  de  M3. 

Ехегскп  6.8.9  (Com  canvia  les  longituds  l’aplicacio  de  Gauss)  Sigui 
q(f)  una  corba  sobre  una  superficie  S  i  sigui  a(t)  =  Л/"(7 (t))  la  imatge  de 
q(t)  per  Vaplicacio  de  Gauss. 

Demostreu  que 


on  La{t)  es  la  longitud  de  a(t)  entre  els  punts  de  parametre  t  =  t0  i  t, 
H  =  'H('y(t))  i  K  =  /C(q(f))  les  curvatures  mitjana  i  de  Gauss  en  el  punt 
7 (t),  kn  =  kn(t)  la  curvatura  normal  de  j(t)  i  s  =  s(t)  el  parametre  arc  de 

l(t)- 

Solucio.  Seguim  Eisenhart,  [12],  En  els  punts  on  /С  ф  0  l’aplicacm  de  Gauss 
es  un  difeomorfisme  local  i  per  tant  tota  carta  local  (U,  (p)  de  S  dona  lloca  a 
una  carta  local  de  S2,  (U,  и)  amb 

v  =  Jf  O  (f. 

Podem  dir  que  tota  superficie  dona  una  reparametritzacić  de  Vesfera  via 
l  'aplicacio  de  Gauss  Af. 

Per  calcular  la  primera  forrna  fonamental  de  S2  respecte  aqnestes  coor- 
denades  recordem  les  eqnacions  6.12,  pagina  146, 

Ff-Ge  ~  Fe-Ef 
EG-F2  Џ u  +  EG-F 2 
Fg  —  Gf  Ff-Eg 
EG-F2  Џ u  +  EG-F 2 

Un  calcul  una  mica  llarg  ens  dona  els  coeficients  £  =  (vu,  vu),  T  =  (vu,  vv), 
Q  =  (vv,vv)  de  la  primera  forma  fonamental  de  l’esfera  respecte  la  carta 
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(U,v) 

£  =  ш^г-{е2с  +  ЕГ2-2РМ 

т  =  EG  z  F 2  (Gef  -  F(eg  +  /2)  +  Efg) 
в  =  (Gf  +  Eg2-2Ffg) 


Recordant  les  formules  6.13  per  a  la  curvatura  mitjana  i  de  Gauss, 


tenim 


H 

K 


1  Eg  -  2  Ff  +  Ge 

2  EG-F 2  ’ 

ед-Р 

EG-F 2 ' 


£  =  2  He-KE 
T  =  2Hf  —  KF 
g  =  2Нд  —  KG 


Escrivim  ^(t)  =  (p(u(t),v(t)),  de  manera  qne  (u(t),v(t))  son  les  coorde- 
nades  de  7 (t)  respecte  +>  i  tambe  les  coordenades  de  a(t)  respecte  v. 

Si  denotem  per  s  =  s(t)  el  parametre  arc  de  7(s)  i  per  r  =  r(t)  el 
parametre  arc  de  a(t),  tenirn 

(^)2  =  £u'2  +  2  Tu'v'  +  gv'2 

LLL 

=  2 H(eu'2  +  2 fu'v'  +  gv'2)  -  K(Eu '2  +  2 Fu'v'  +  Gv'2) 

=  2Hkn(Eu'2  +  2 Fu'v'  +  Gv'2)  -  K(Eu '2  +  2 Fu'v'  +  Gv'2) 

=  ( 2Нк„-К)ф 2 

Igualtat  que  s’escriu  com 

dr 2  =  (2 Hkn  -  K)ds 2 


La(t)=  /  y/2Hkn  -  Kds. 


'to 


Equivalentment , 
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Capitol  7 


Superficies  reglades.Teorema  de 
Monge 

7.1  Primeres  propietats 

Defmicio  7.1.1  (Superficies  reglades)  Una  superficie  S  de  R3  s’anome- 
na  reglada  si  es  pot  parametritzar  de  la  forma 

ip(s,  t )  =  a(s)  +  tu(s), 

on  a(s)  i  u(s)  son  corbes  de  №3  i  ||tt(s)||  =  1. 


Equivalentment,  S  es  reglada  quan  es  la  unić  d’una  fannlia  uniparametrica 
de  rectes.  A  l’expressi6  anterior,  per  a  cada  valor  fixat  del  parametre  s,  la 
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recta  que  passa  pel  punt  a(s)  amb  vector  director  u(s)  esta  continguda  a  S. 
Aquestes  rectes  es  diuen  generatrius  de  S. 

Proposicio  7.1.2  La  curvatura  de  Gauss  /С  d’una  superficie  reglada  com- 
pleix  que  /С  <  0.  A  mes,  /С  =  0  si  i  nomes  si  el  vector  normal  unitari  Af  de 
S  es  constant  al  llarg  de  les  generatrius. 

Demostracio.  Sigui  < p(s,t )  =  q(s)  +tu(s),  amb  ||m(s)||  =  1.  Observem  que 

q'(s)  +tu'(s), 
u(s), 

0. 

Per  simplificar  la  notacio  escrinrem  simplement 

(ps  =  7'  +  tv', 

4>t  =  v, 

Ptt  =  0- 

Per  tant,  el  coeficient  g  de  la  segona  forma  fonamental,  g  =  es 

zero.  Aixo  implica  qne  cl  determinant  de  la  segona  forrna  fonamental  es 
ignal  a  —  f2  i  per  tant  es  negatiu.  Com  cl  determinant  de  la  primera  forma 
fonamental  es  positiu,  la  curvatura  de  Gauss  /С,  que  es  en  el  punt  (p(s,t ),  el 
qnocient  d’aquest  dos  determinants,  compleix  /С  <  0,  com  volfem  veure. 

Е1  cas  /С  =  0  es  dona,  doncs,  quan 

/  =  (v,4>st)  =  ~(vt,4>s)  =  0, 
amb  v  =  N  o  (p.  Com  que  tarnbe 

(■ vt,4>t )  =  -(++«)=  0, 

(vt,v)  =  0, 

com  hem  vist  a  les  equacions  (6.5),  resulta  que  vt  es  ortogonal  a  tres  vectors 
linealment  independents,  i  per  tant  vt  =  0  i  v  es  constant  sobre  les  genera- 
trius.  Е1  recfproc  es  clar,  ja  que  vt  =  0  implica  /  =  0,  i  per  tant  /С  =  — /2  =  0. 
□ 


op(  +л 
&(5’г)  = 
д(Р,  .s 

m(s't}  = 


д2(р 
д  t2 


(s,t)  = 
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Defmicio  7.1.3  Les  superfices  reglades  amb  /С  =  0  s’anomenen  desenvolu- 
pables. 

Per  tant,  per  la  proposicio  anterior,  una  superficie  es  desenvolupable  si 
i  nomes  si  es  reglada  i  cl  vector  normal  (equivalentment,  cl  pla  tangent)  es 
constant  al  llarg  de  la  generatrius. 

Defmicio  7.1.4  L  ’eix  de  regressić  d’una  superficie  desenvolupable  es  el  con- 
junt  de  punts  on  <p(s,t)  =  q(s)  +  tu(s )  deixa  de  ser  regularf 7 

Com  la  condicio  de  regularitat  es  ips  Л  (pt  ^  0,  es  a  dir, 

(7 '(s)  +  tu'(s))  Л  u(s)  ф  0, 


l’eix  de  regressio  es 

{93(5,  t);  Y(s)  Л  u(s)  =  tu(s)  Л  u'(s)}. 


(7.1) 


Е1  valor  de  t  l’obtenim  multiplicant  escalarment  els  dos  terrnes  d’aquesta 
igualtat  per  u(s)  Л  u'(s)  i  dividint  pel  quadrat  de  la  seva.  norrna  (i  aplicant 
la  formula  de  Lagrange,  pagina  115).  Obtenim  que  l’eix  de  regressio  es 


u(s)  =  7(s) 


W(s),u'(s)) 
u(s)  Л  u'(s)||2 


u(s). 


Com  u(s)  es  unitari  podem  escriure 


=  |Иа)||2  «(»)■ 


(7.2) 


Si  la  definicio  7.1.4  la.  donem  per  a  superffcies  reglades  110  necessariament 
desenvolupables  110  es  cert  que  sobre  aquesta  corba  a(s)  la  superffcie  deixi 
de  ser  regula.r.  La.  igua.ltat  (7.1)  implica  efectivament 


t  = 


(Y(s),u'(s)) 

1Ив)|| 


pero  el  recfproc  110  es  cert.  Caldria  que  Y(s)  Au(s)  tingues  la  mateixa  direccio 
que  u(s)  Л  u'(s),  cosa.  que  sf  passa,  com  ara  veurem,  а  les  desenvolupables. 

67Veurem  que  aquest  conjunt  es  una  corba.  N0  es  pas,  en  general,  una  recta  com  podria 
suggerir  la  paraula  ’eix’. 
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Proposicio  7.1.5  Si  una  superficie  reglada  es  desenvolupable  llavors  les  ge- 
neratrius  son  tangents  a  l’eix  de  regressio.  Es  a  dir,  es  la  desenvolupable 
tangencial  de  l’eix  de  regressio.  Reciprocament,  la  desenvolupable  tangencial 
d’una  corba  es  una  superficie  desenvolupable. 

Demostracio.  Sigui  g>(s,t)  =  7 (s)  +  tu(s),  amb  ||m(s)||  =  1,  desenvolupable. 
Е1  carnp  normal  unitari  esta  donat  per 

v  =  h(ips  Л  (pt)  amb  h  =  - - \ - -. 

W+s/\(pt\\ 

Recordem  qne  v  =  N  o  ip,  i  remarquem  que  h  =  h(s,  t) 

Derivant  respecte  de  t,  i  recordant  qne  v  es  constant  al  llarg  de  les  gene- 
ratrins,  i  qne  iptt(s,t)  =  0,  tenim 


0  =  vt  =  ht(ps  Л  (pt  +  h  <pst  Л  (pt. 


Com  ( ps(s,t )  =  7 '(s)  +  tu'(s)  i  (pt(s,t )  =  u(s),  substituint  tenim 

ht  7 '  Au  +  (tht  +  h)u  Л  u  =  0. 


Si  u'(s)  i  y(s)  fossin  linealment  independents  en  un  punt,  u'(s)  Л  u(s)  i 
7 '(s)  Л  u(s)  tambe  ho  serien  i  per  tant  hauria  de  ser  ht  =  0  i  tht  +  h  =  0,  es 
a  dir,  h  =  0,  el  que  es  una  contradiccio.  Per  tant,  son  linealment  dependents 
en  tot  punt,  es  a  dir,  existeix  una  funcio  p(s)  tal  que  u'(s)  =  p(s)y(s). 

Aixi  doncs,  per  la  formula  (7.2),  l’eix  de  regressio  es 


Per  tant, 


u(s)  =  q(s) 


a’(s)  =  y(s)  “  (+) )4s) 


p(s 


-U(S  = 


>(s) 


)>(s), 


es  a  dir,  cr'(s)  te  la  direccio  de  u(s),  i  per  tant  les  seves  tangents  coincideixen 
en  cada  punt  amb  la  generatriu  corresponent. 

Recfprocament,  la  desenvolupablc  tangencial  d’una  corba  7(s)  esta  dona- 
da  per 


(p(s,  t)  =  7(5)  +  t'f'(s). 
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En  particular,  suposant  s  arc, 

(ps  7  (s)  +  t+  (s), 

<Pt  =  7  (s)) 

Pst  =  Y'(s), 

Ptt  =  o, 

V  =  B(s), 

on  B(s)  es  el  binormal  a  la  corba68.  Per  tant,  g  —  0  i  f  —  (u,ipst)  = 
(B(s),Y(s))  =  0.  Per  tant,  eg  —  f2  =  0  i  K  =  0.  □ 


7.2  Corba  d’estriccio 

Proposicio  7.2.1  Donada  la  superffcie  reglada 

( p(s,t )  =  7  (s)  +  tu(s) 

amb  ||u(s)||  =  1,  i  s  parametre  arc  de  7 (s),  la  corba 

(3(s)  =  7  s - 11  77  ,ц2  u(s) 

ll«(s)lr 

anomenada  corba  d’estriccio69  esta  formada  pels  punts  que  realitzen  la  distancia 
mmima  entre  rectes  consecutives.  Els  punts  de  /3(s)  es  diuen  punts  centrals. 

Demostracio.  Recordem  que  els  punts  que  realitzen  la  distancia  mmima  entre 
les  rectes  P  +  \u,  Q  +  џи  son  X  =  P  +  auiY  =  Q  —  bv  011  a  i  b  estan  donats 


=  au  +  bv  +  c 


u  Л  v 
I u  Л  v\ 


Apliquem  ara  aquesta  formula  a  dues  rectes  de  la  superficie  reglada  do- 
nada.  Fixem  la  recta  r  :  7(0)  +  tu( 0).  Denotem,  per  simplificar  la  notacio, 
P  =  7(0)  i  u  =  и(0),  de  manera  que  r  :  P  +  tu. 

68Aixo  ja  implica  que  v  es  constant  sobre  les  generatrius  (B(s)  no  depen  de  t)  i  per  tant 
la  superficie  es  desenvolupable. 

69Aquesta  formula  es  exactament  la  formula  (7.2)  de  l’eix  de  regressio  d’una  superficie 
desenvolupable.  Es  a  dir,  la  corba  d’estriccio  de  les  superfi'cies  desenvolupables  es  el  seu 
eix  de  regressio. 
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Per  un  s  fixat  considerem  la  recta  rs  :  7(3)  +  tu(s)  i  bnsqnem  cl  punt 
X(s)  sobre  r  qne  realitza  la  distancia  mrnirna  entre  r  i  rs. 

Per  les  fćrmules  anteriors 


X(s)  =  P  +  au, 

on  a  =  a(s)  esta  determinat  per  la  formula 


au  +  bu(s)  +  c 


u  Л  u(s) 
u  Л  u(s)  ||  ’ 


amb  b  =  b(s),  c  =  c(s). 

Per  trobar  a  i  b  resolcm  el  sistema 


(Pl(s],u) 

(prr(s],u(s)) 


a  +  b(u,  u(s )), 
a(u,  u(s ))  +  b 


Obtenim 


a(s) 


(р1  (s),u)  -  (u,u(s))(P-f(s],u(s)) 
1  —  (u,  u(s ))2 


Per  calcular  lim^o  a(s),  in  obtenir  aixi  cl  punt  A"(0)  demanat,  apliquem 
dos  cops  la  regla  de  Bernouilli-rHćpital. 


lim  a(s)  = 

s— 0 

(l'(s),u)  -  (u,u'(s))(p-f(s],u(s))  -  (u,u(s))  ^(y(s),u(s))  +  (. p-f(s),u'(s ))) 

—2  (u,u(s))(u,u'(s)) 

Ara  tornem  a  derivar  numerador  i  denominador,  pero  derivem  en  cl  punt 
s  =  0,  cosa  que  simplifica  els  calculs,  ja  que  (u,u( 0))  =  1,  i  (и,и'(0))  =  0,  i 

cl  vector  P~f(s)  s’anul-la  en  s  =  0. 

Obtenim 

(7"(0),Ц)-(2(У(0),И'(0))  +  (7"(0),Ц))  (У  (0),^(0)) 

-2(u,u"(0))  |И0)||2  • 

Aixi 

(У(0),«'(0)) 


X(0)  =  7(0) 


u'(0)||2 


u. 
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Hem  utilitzat  que  {u'(s),u'(s))  +  (u(s),u"(s))  =  0,  igualtat  que  s’obte  deri- 
vant  dos  cops  (u(s),u(s))  =  1. 

Fent  aqnest  argument70  per  a  totes  les  rectes  de  la  superffcie  reglada 
obtenim  l’anomenada  corba  d’estriccio ,  que  es  la  corba71 


(3(s)  =  7(s) 


IKOOP 


u(s). 


□ 


Е1  fet  important,  qne  es  cl  qne  utilitzen  els  llibres  per  estalviar-se  aquest 
calcul  llarg  amb  l’Hopital  que  acabem  de  fer,  (pero  llavors  aquesta  propietat 
de  distancia  mmima  qneda  amagada)72  es  qne 


(Р(8)У(3))=  0. 


Resumint, 

Corol-lari  7.2.2  Tota  superficie  reglada  es  pot  escriure  com 
(f(s,t)  =  fi(s)  +  tu(s),  ||m(s)||  =  1 

per  a  una  certa  corba  j3(s)  tal  que  (/ 3'(s),u'(s ))  =  0. 

Demostracio.  Prenem  (3(s)  la  corba  d’estriccio.  □ 

Si  la  superffcie  no  es  cilmdrica,  es  a  dir,  u(s)  no  es  constant,  la  qnantitat 

det  (f}'(s),u(s),u'(s)) 
p(s)  =  — 

sent  (3(s)  la  corba  d’estriccio  rep  cl  nom  de  parametre  de  distribucio ,  i  es  pot 
venre  (exercici  7.5.3)  qne  la  cnrvatnra  de  Gauss  esta  donada  per 

ки  t)  =  ~p2(s) 

(р*(з)  +  еу' 

'°Еп  lloc  de  tallar  la  recta  per  7(0)  amb  la  recta  per  7(s)  quan  s  tendeix  a  zero,  tallern, 
per  a  tota  s,  la  recta  per  7(s)  amb  la  recta  per  7(s  +  h)  i  fem  tendir  h  a  zero. 

71  Estriccio:  Disminucio  rapida  de  la  seccio  d’una  proveta  sotmesa  a  traccio,  poc  abans 
de  la  ruptura.[DIEC].  Observem  cpie  necesitem  tenir  u'(s)  Ф  0. 

72E1  problema  plantejat  aixi:  determinar  una  funcio  t  =  t(s)  tal  que  la  corba 

d(s)  =  7  (s)+t(s)u(s) 

compleixi  (/3' (s) ,  u' (s))  =  0,  es  trivial. 
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Recordem  que  K  =  /С  o  ip. 

Aquesta  formula  posa  de  manifest,  canviant  t  per  —t,  que  els  punts 
simetrics  sobre  la  generatriu  respecte  de  la  corba  d’estriccio  tenen  la  ma- 
teixa  curvatura  de  Gauss,  el  que  justifica  el  nom  de  punts  centrals. 

Si  la  superficie  reglada  es  desenvolupable,  llavors  /С  =  0  i  per  tant  p(s)  =  0 
la  qual  cosa  vol  dir  det(/3',  u,  u')  =  0,  es  a  dir  /3'(s)  es  combinacio  lineal  de 
u(s)  i  u'(s),  pero  com  f3'(s)  es  perpendicular  a  u'(s)  ha  de  ser  (3'(s)  multiple 
de  u(s).  Aixo  implica  que  (3(s)  es  l’aresta  de  retroces  d’aquesta  superficie: 
la  superficie  es  la  desenvolupable  tangencial  de  (3(s).  Es  a  dir,  en  aquest  cas 
particular  de  /С  =  0  la  lfnia  d’estriccio  coincideix  amb  l’aresta  de  retroces, 
com  haviem  ja  vist  al  peu  de  pagina  69,  pagina  171. 

7.3  Teorema  de  Monge 

La  manera  en  que  Monge  troba  les  lfnies  de  curvatura  no  es  pas  a  partir  de 
l’endomorfisme  de  Weingarten,  que  encara  no  havia  ni  nascut,  com  hem  fet 
nosaltres,  sino  a  partir  de  la  idea  de  voler  generalitzar  a  superffcies  la  idea 
d’evoluta  com  envolvent  de  lcs  normals.  Monge  havia  generalitzat  a  corbes 
de  №3  el  concepte  de  evoluta  de  corbes  planes.  Aquestes  son  envolvents  de 
les  normals.  Que  obtenim  si  fem  l’envolvent  de  les  normals  a  una  superffcie 
al  llarg  d’una  corba  sobre  aquesta  superffcie? 

Monge  diu:  “Com  que  cada  normal  a  una  superffcie  corba  sernpre  talla 
dues  altres  normals  infinitament  proximes  situades  en  dos  llocs  ortogonals 
entre  si,  imaginem  que  des  de  la  normal  al  prirner  punt  de  la  superffcie 
passem  a  una  de  les  dues  normals  infinitament  proximcs  que  la  tallen  i, 
subseqiientment  passem  d’aquesta  segona  normal  a  la  que  la  interseca  a  clla, 
i  d’aquesta  tercera  a  la  que  la  interseca  a  clla,  i  aixi  sobre  tota  la  superficie. 
Es  evident  que  obtenim  aixf  una  superficie  desenvolupable  amb  lcs  tangents 
perpendiculars  a  la  superffcie,  i  la  interseccio  d’aquesta  desenvolupable  amb 
la  superficie  es  una  corba73  que  els  seus  elements  estan  dirigits  al  llarg  d’una 
de  les  curvatures  de  la  superficie.” 

Precisem  aquest  enunciat,  que  relaciona  superffcies  desenvolupables  i  Knies 
de  curvatura,  en  el  nostre  llenguatge. 

Teorema  7.3.1  (Teorema  de  Monge)  Les  normals  a  una  superficie  sobre 
una  linia  de  curvatura  formen  una  superficie  desenvolupable. 

,3La  lrnia  de  curvatura. 
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Demostracio.  Sigui  7(5)  una  linia  de  curvatura  d’una  certa  superficie  S. 
Suposem-la  parametritzada  per  Гагс  i  denotem  u(s)  la  restriccio  a  7(5)  del 
vector  normal  a  S. 

La  superficie  engendrada  per  les  normals  a  7(5)  es 

=  7  (s)  +  tu(s). 

Recordem  que,  tal  com  va  dir  Olinde, 

di  = 

on  ki(s),i  =  1,2  es  la  curvatura  principal  en  la  direccio  principal  7'(s). 

Aixf 


(fs  =  Y(s)  +  tu'(s)  =  (1  -  kjt)Y(s) 
(pt  =  u. 


Per  tant,  el  vector  normal  a  la  superffcie  de  les  normals  p(s,  t),  en  el  punt 
de  coordenades  (s,t),  es 


u(s,t)  =  7 ’(s)  Л  u(s) 

el  qual  depen  nomes  de  s.  Es  doncs  constant  al  llarg  de  les  generatrius.  Aixo 
demostra  ja,  Proposicio  7.1.2,  que  aquesta  superficie  es  desenvolupable:  es 
reglada  amb  cl  mateix  pla  tangent  sobre  les  generatrius.  □ 

L’eix  de  regressio  es,  per  la  formula  (7.2)  i  el  teorema  d’Olinde, 


u(s)  =  q(s)  -  -  -  u(s )  =  7(s)  -  ттггН3)  =  l(s)  +  Pi(s)v(s ) 


\u'(s)\\2 


I  h 


on  Pi(s)  es  el  radi  de  curvatura  principal. 

Si  la  linia  de  curvatura  es  tambe  geodesica  (la  normal  a  la  corba  i  la  normal 
a  la  superficie  coincideixen,  Definicio  11.4.1)  llavors  la  Unia  de  regressio  es 
justament  Vevoluta  d’aguesta  linia. 


7.4  Feuilles  d’Analyse,  feuille  XV 

En  aquesta  seccio  estudiarem  les  lfnies  de  curvatura  tal  com  ho  va  fer  Monge 
al  Full  XV,  de  les  seves  Feuilles  d’Analgse,  [23],  titulat  Des  deux  courbures 
d’une  surface  courbe. 
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La  idea  de  Monge  es  tant  simple  com  intentar  copiar  per  a  superficies  la 
construccio  de  l’envolvent  de  les  normals  considerada  per  a  corbes  planes: 
l’evoluta  d’una  corba  es  pot  considerar  com  la  corba  que  s’obte  en  tallar 
normals  a  la  corba  donada  en  punts  infinitament  prdxims.  Quan  els  classics 
parlen  de  punts  infinitament  proxims,  com  ara  en  el  cas  de  les  normals  que 
estem  comentant,  volcn  dir  tallar  la  normal  a  la  corba  a(s)  en  el  punt  a(0) 
amb  la  normal  a  la  corba  en  cl  punt  a(As),  i  а  continuacio  passar  al  Innit 
quan  A  s  tendeix  a  zero. 

Е1  problema  es  que  si  considerem  dues  normals  a  una  superffcie  en  punts 
infinitament  proxims  pot  passar  que  aquestes  dues  normals  no  es  tallin,  ja 
que  dues  rectes  a  l’espai  normalment  no  es  tallen. 

Tambe  la  idea  d’infinitament  proxim  s’ha  de  retocar  en  cl  sentit  que  ara 
tenim  moltes  maneres  diferents  d’acostar-nos  a  un  punt  donat.  Е1  mateix 
problema  exactament  que  hi  ha  quan  passem  de  l’estudi  de  derivades  de 
funcions  d’una  variable  a  funcions  de  dues  variables. 

Tot  aixo  ho  resoldrem  de  la  manera  segiient.  Suposem  una  superffcie  S 
donada  per  tp(x,y)  =  (х,  у,  z{x,  у)),  tal  que  P  =  (0,0,0)  pertany  a  S  (es  a 
dir,  z(0,0)  =  0)  i  tal  que  TpS  =  {z  =  0}. 

Prenem  una  corba  q(s)  sobre  la  superficie  S,  donada  per  х  =  x,y  = 
y(x),z  =  z(x)  =  z(x,y(x))  que  passi  per  P  quan  х  =  0.  La  recta  normal  a 
la  superffcie  en  el  punt  j(x)  es 


у(ж)  +  tv(x) 

on  v(x)  es  cl  vector  normal  a  la  superffcie  en  cl  punt  у(ж)  i  esta  donat  per 

1 


v(x)  = 


y/l  +p(x)2  +  q(x )2 


)-р(ж),-д(ж),1) 


amb  la  notacio  habitual 


dz  dz 

V=!px'  q=dy 


P(x)  =  т^(х,у(х)),  q(x)  =  ^(x,y(x)) 
ох  оу 


Observem  que  per  la  hipotesi  que  hem  fet  sobre  TpS,  p(0)  =  q( 0)  =  0. 
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Voldrfem  que  la  recta  normal  per  'у(х)  talles  la  recta  normal  per  7(0)  =  P , 
qne  es  la  recta  х  =  у  =  0. 

Aixo  potser  110  passa,  pero  la  tallarem  amb  dos  plans  que  determinen  la 
recta  х  —  у  =  0,  concretament  amb  х  =  0  i  amb  у  —  0. 

Obtenim  com  punts  de  tall 


(o,y(x)-q(x)-T-T,z(x)+  x 


p(x) 


p(x) h 


(х 


p(x) 


У(х) 

q(x) 


,П  ,z(x)  + 


ф) 

q(x) 


En  el  lnnit  les  terceres  components  han  de  coincidir.  Aplicant  l’Hopital, 
la  regla  de  la  cadena,  i  recordant  que  p  =  q  =  0,  tenim 


lim 


х 


amb 


дх 2 

Per  tant  ha  de  ser 


0  p(x)  r  +  sy' 

lim+i  = 

х^о  q(x)  s  +  ty' 


d2z ,  .  д 2z  ,  .  д 2z ,  . 

г  =  —  (°’0).»  =  a^(0,0),i=g^(0,0) 


У 


r  +  sy'  s  +  ty 


r 


es  a  dir, 


sy' 2  +  (r  —  t)y'  —  s  =  0, 


(7.3) 


qne  es  exactament  l’equacio  (6.18)  que  havfem  obtingut  per  altres  metodes 
a  la  pagina  151. 

Aqnesta  es  l’equaci6  de  les  direccions  principals:  les  direccions  sobre  lcs 
qnals  t’has  d’aproximar  a  un  punt  per  tal  de  qne  les  normals  es  tallin. 

Si  repetim  l’argument  qne  hem  usat  per  calcular  les  direccions  principals 
a  l’origen  pero  ara  treballant  sobre  un  punt  arbitrari  P,  i  un  punt  proxim  a 
cll,  obtenim  l’equacio  general  de  les  linies  de  curvatura  de  Monge. 


Proposicio  7.4.1  (Monge  viewpoint)  L’equacio  diferencial  de  les  Unies 
de  curvatura  d’una  superficie  donada  com  grafica  de  z  =  z(x,y),  i  la  corba 
donada  per  у  =  y(x),  es 

(y')2[s(l  +  q2)  -  pqt\  +  y'[r(  1  +  q2)  -  t(  1  +  p2)}  +  rpq  -  s(l  +  p2)  =  0. 
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Demsotracio.  Repetim  els  calculs  de  la  seccio  anterior  pero  en  un  punt  ar- 
bitrari.  Prenem  la  corba  7 (u)  =  (u,  y(u),  z(x(u),  y[u))).  La  normal  a  la 
superficie  en  el  punt  7 (и)  es  pot  donar  com  interseccio  dels  dos  plans 

(х  —  u)  +  (z  —  z{u))p[u)  =  0 
(У  ~  У(и))  +  {z  -  z(u))q(u)  =  0 


on,  com  sempre, 

Qz  Qz 

z{u)  =  z{x{u),y{u)),p{u)  =  —{x{u),y{u)),q{u)  =  ~{x{u),y{u)). 

La  recta  normal  a  la  superficie  en  el  punt  7 {u  +  h)  es 

1 


{u+h,  y{u+h),  z{u+h))+X 


\J p{u  +  h)2  +  q{u  +  h)2  +  1 


-p{u+h),  -q{u+h),  1). 


Tallant  aquesta  recta  amb  els  dos  plans  anteriors  obtenim  respectivament  els 
valors  del  parametre  Л 


Ai  h  +  p{u){z{u  +  h)  —  z{u))  Л2  y{u  +  h)  —  y{u)  +  {z{u  +  h)  —  z{u))q{u) 
Д  p{u  +  h)  —  p{u)  ’  A  q{u  +  h)  —  q{u) 


amb  A  =  \Jp{u  +  h)2  +  q{u  +  h)2  +  1. 

Ara  imposem  que,  quan  h  — >  0,  els  dos  punts  de  tall  coincidebdn.  Nornes 
ens  cal  igualar,  en  el  limit,  la  tercera  coordenada  dels  dos  punts  de  tall. 

Ha  de  ser,  doncs, 

lim  — 1 -  =  lim  — - 

h- 5>0  A  h—>0  A 

Pero 


Xi  h  +  p{u){z{u  +  h)  -  z(u)) 

liril  —  =  1111  - 

hr+ 0  A  h—*o  p(u  +  h)~  p(u ) 

l  +  p(ujz{u+h)-z{u)) 

feo  p(u+h)-p{u) 

h 

1  +  p(u)z'(u) 
p'(u) 

1  +p(u)(p(u)  +  q(u)y'(u)) 
r(u)  +  s(u)y'(u) 

1  +p(p  +  qy') 


r  +  sy' 


(7.4) 
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i,  per  altra  banda, 

Ит  A2  _  у(и  +  h)  -  y(u )  +  (z(u  +  h)  -  z{u))q(u) 
h-t 0  A  q(u  +  h)  —  q(u) 

y'(u)  +  z'(u)q(u) 
q'(u) 

y'(u)  +  (p(u)  +  q(u)y'(u))q(u) 
s(u)  +  t(u)y'(u) 

у'  +  (p  +  qy')q 

s  +  ty' 


(7.5) 


Igualant  (7.4)  i  (7.5)  obtenim  cl  resultat  (6.17).  Observem  que  (6.17)  es  pot 
escriure  com 


У 


l  2 


-у 


1 


1  +  p2  pq  1  +  q2 


0.  □ 


r  s  t 


Demostracio  que  vaig  escirure  en  els  meus  apunts  d’- 
Historia 


Suposem  una  superffcie  donada  per  cp(x,y)  =  (х,  у,  z(x,  у)).  Fixem  un  punt 
P  =  (xo,yo,zo),  (zo  =  z(xo,yo))-  La  recta  norrnal  a  la  superffcie  en  P  esta 
donada  per  la  interseccio  dels  dos  plans 


on 


74 


(х  -  Хо)  +  (z-  Z0)p  =  0 
(У  ~  Уо)  +  (z~  z0)q  =  0 


P 


д  z 

дх 
д  z 

д  у 


(х0,Уо) 

(х0,Уо) 


(7.6) 

(7.7) 


Recordem  que  el  vector  normal  N  en  un  punt  de  la  superffcie  de  coorde- 
nades  (х0,Уо)  esta  donat  per 


N 


1 

a Jp>2  +  q2  +  1 


(~P, 


-q,  !)■ 


74Monge  introdueix  la  notacio  p  =  dz/dx,  q  =  dz/dy.  La  notacio  ||  es  de  Jacobi  el 
1841,  vegeu  A  Source  Book  in  Mathematics,  1200-1800  de  Struik,  [?]. 
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Per  tant,  N  es  ortogonal  als  vectors  directors  dels  dos  plans  considerats, 
(1,0,  p)  i  (0,1,  q)  respectivament. 

Considerem  ara  un  punt  Q  sobre  la  superficie  infinitament  prdxim  a  P. 
Posem  Q  =  (ж0  +  Д x,y0  +  Ау ).  La  recta  normal  a  la  superffcie  per  Q  esta 
donada  per 

(х  —  x0  —  Ах)  +  (z  —  z0  —  Az)(p  +  Ap)  =  0,  (7.8) 

(y-y0-  Ау)  +  (z-z0-  Az) (q  +  Aq)  =  0,  (7.9) 

amb 

Дг  =  рАх  +  qAy, 

Ap  =  гАх  +  sAy, 

Aq  =  sAx  +  tAy. 

Aquf  hi  ha  una  mica  d'abus  de  notacio  ja  que  p,  q,  r,  s,  t  denoten  les  derivades 
primeres  i  segones  de  z  en  punts  intermedis  entre  (ж0,  y0)  i  (ж0  +  Ах,  y0  +  Ау) 
(estic  aplicant  el  teorema  del  valor  mig).  Com  que  finalment  farem  tendir  els 
increments  a  zero,  podern  pensar  que  son  lcs  derivades  primeres  i  segones  de 
2  en  (x0,  у o).  En  particular  aquestes  p,  q  coincidiran  amb  les  ja  considerades. 

Ara  m’aparto  una  rnica  del  cami  de  Monge  i,  per  evitar  cl  problema  que 
hem  comentat  de  que  rectes  de  l’espai  poden  no  tallar-se,  tallern  la  recta 
normal  per  P  primcr  amb  el  pla  infinitament  proxim  (7.8)  i  a  continuacio 
amb  el  pla  infinitament  proxim  (7.9). 

Interseccio  amb  (7.8). 

Restant  (7.6)  de  (7.8)  tenim 

— Ах  +  (z  —  z0)Ap  —  pAz  —  AzAp  =  0.  (7-10) 


Equivalentment 


z-z0 


Ах  +  pAz  +  AzAp 
Ap 


(7.11) 


Aquesta  es  la  coordenada  z  dcl  punt  de  tall.  La  х  i  la  у  d’aquest  punt  les 
traiem  de  (7.6)  i  (7.7), 

x-x0  =  -p(z  -  z0), 

У~Уо  =  ~q(z  -  z0). 
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Ja  tenim  doncs  les  coordenades  (х,  у,  z )  del  pnnt  de  tall. 

Abans  de  passar  al  lmiit  recordem  que  la  direccio  en  que  ens  acostem  a 
(ж0,2/о)  important.  Suposem  doncs  que  tenim  una  petita  corba  у  =  y(x) 
en  cl  pla  z  =  0,  que  uneix  els  punts  (x0,y0)  i  (x0  +  A x,y0  +  A у). 

Dividint  numerador  i  denominador  de  (7.11)  per  Ах  i  fent  Ах  — »  0  ob- 
tenim  la  coordenada  z  del  punt  de  tall  entre  la  recta  normal  per  P  i  un  pla 
que  conte  la  normal  en  un  punt  infinitament  ргохпп. 

Concretament,  denotant  Z  aquest  valor  Krnit,  tenim 


Z 


z0  + 


1  +  p(p  +  ду') 
r  +  sy' 


on 


Hem  utilitzat  que 


Interseccić  mnb  (7.9). 


У 


v  A  у 
=  iun  — — . 

Аж-5>о  Ах 


lim  — —  Ap  =  0. 

Аз"— 5-0  Ах 


(7.12) 


Ta.llem  ara  la  recta  normal  per  P  amb  cl  pla.  (7.9). 
Restant  (7.6)  de  (7.9)  tenim 


— A  у  +  (z  —  z0)Aq  —  qAz  —  AzAq  =  0.  (7-13) 


Equi  valent  rnent 


Z  -  Z0 


Ау  +  qAz  +  AzAq 
Aq 


(7.14) 


Aquesta  es  la  coordenada  z  d’aquest  nou  punt  de  tall.  La  х  i  la,  у  d’aquest 
nou  punt  les  traiem  de  (7.6)  i  (7.7), 


x-x0=  p(z  -  z0), 

У~Уо  =  -q(z-z0). 

Ja  tenim  doncs  lcs  coordenades  (х,  у,  z)  del  segon  punt  de  tall. 

Dividint  numerador  i  denominador  de  (7.14)  per  Ах  i  fent  Ах  — »  0 
obtenim  la  coordenada  z  del  punt  de  tall  entre  la  recta  normal  per  P  i  un 
pla,  que  conte  la  normal  en  un  punt  infinitament  proxim. 


182 


Agusti  Reventos 


Concretament,  denotant  Z  aquest  valor  Krnit,  tenim 


Z 


Zq  + 


у'  +  дјр  +  ду') 

s  +  ty' 


Hem  utilitzat  que 


lim  — —  A  q  =  0. 

Дж— >o  Ах 


d’ 


Si  volem  que  rectes  normals  en  punts  infinitament  prozims  es  tallin  hem 
imposar  Z  =  Z.  Es  a  dir, 


Equivalentment 


1  +  рјр  +  qy')  _  у'  +  q(p  +  qy') 
r  +  sy'  S  +  tlj' 


(t/)2[s(l  +  q 2)  —  pqt\  +  y'[r{  1  +  g2)  —  t(l  +  p2)\  +  rpq  —  s(l  +  p2)  =  0(7.15) 


qne  es  exactament  requacio  obtinguda  per  Monge. 

Les  rectes  normals  en  punts  infinitament  prdxims  no  es  tallaran  a  menys 
que  t  ’hi  acostis  amb  aquesta  pendent. 

Si  tenim  la  precaucio  d’agafar  coordenades  de  manera  que  P  sigui  l’origen 
i  cl  pla  tangent  en  P  coincidebđ  amb  z  —  0,  llavors  p  =  q  =  0,  i  tenim75 

75Podem  refer  els  calculs  a  partir  de  les  formules  (7.6),  pagina  179,  amb  aquesta  sirnpli- 
ficacio  i  tot  cjueda  rnolt  sirnple.  Concretament,  ara  el  punt  P  que  fixem  sobre  la  superficie 
es  el  punt  P  =  (0,  0,  0)  i  la  normal  a  la  superficie  en  aquest  punt  es  l’eix  z  que  pensem 
com  interseccio  del  plans  х  =  0  i  у  =  0.  Prenern  la  corba  7 (r)  sobre  la  superficie  donada 
per  х  =  т,у  =  у(т),  z  =  z(t)  =  z(t,  у(т))  que  passi  per  P  quan  r  =  0.  La  recta  normal  a 
la  superficie  en  el  punt  7(т)  es  pot  donar  com  interseccio  dels  plans 


(x  —  t)  +  (z  —  г(т))р(т)  =  0, 

(У  ~  r)  +  (z  -  z(r))q(r)  =  0, 

amb  р(т)  =  ||(т,у(т)),  q(r)  =  ||(т,  у(т)).  Si  tallern  aquests  dos  plans  amb  la  norrnal 
per  P,  es  a  dir,  amb  la  recta  х  =  у  =  0  obtenim 


z 


р(т) 

у(т) 

Q(T) 


z(t), 


z(t). 


z 
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s(i/)2  +  (r  -t)y'  -  s  =  0, 


(7.16) 


d’on  es  dedueix  trivialment  que  les  direccions  de  curvatura  principals  (les 
dues  solucions  d’aquesta  equacio)  son  ortogonals76 .  A  mes  lcs  podern  calcular 
trivialment  resolent  aquesta  equacio  de  segon  grau.  Perd  observem  que  (7.15) 
es  l’equacio  de  les  Hnies  de  curvatura,  en  canvi  (7.16)  nornes  ens  serveix  per 
calcular  les  direccions  de  curvatura  en  un  punt. 

Observem  tambe  que  l’equacio  de  les  linies  de  curvatura  apareix  en  rnolts 
llibres  de  text  com 

1  v'  ■“  —u'v'  u' 

F  G  =  0, 

/  9 

que  en  el  cas  particular  de  que  la  superffcie  sigui  z  =  z(x,  у )  i  la  corba 
у  =  y(x)  queda 

у'2  -у'  1 

1  +p2  pq  1  +  q2  =0, 

r  s  t 

que  coincideix  amb  (7.15). 

Calcul  del  radi  de  curvatura.  Aprofitem  els  calculs  anteriors  per  calcular 
el  radi  de  curvatura. 


/2 

E 

e 


Si  la  normal  per  q(r)  ha  de  tallar  la  normal  per  P ,  quan  r  — >  0,  les  dues  z  de  les  anteriors 
equacions  han  de  coincidir.  Per  tant,  aplicant  l’Hopital,  la  regla  de  la  cadena,  i  recordant 
cjue  p  =  q  =  0,  tenirn 


lim 
r— >o 


r  +  г{т)р{т) 
р{т) 


1 

r  +  sy' 


lim  у(т)  +  г{т)д{т)  =  у' 
т  — >0  д{т)  s  +  ty' 


on,  com  sempre,  r  =  zxx,s  =  zxy,t  =  zyy.  Igualant  les  dues  fraccions  anteriors  obtenim 
directament  l’eciuacio  (7.16). 

Equivalentment,  i  potser  encara  mes  curt,  podern  tallar  la.  recta  normal  per  q(r)  amb 
els  plans  х  =  0  i  у  =  0,  i  igualar  aquests  punts  quan  r  tendeix  a  zero.  Els  punts  de  tall 
son  (0,y(r)-g(r)^j,2(r)  +  ^j)  i  (х(т)  -  р(т)^,  0,  z(t)  +  ^). 

Que  passa  si  s  =  0?  Per  exemple,  estudieu  per  aquest  metode  les  direccions  principals 
en  (0, 0, 0)  cle  z  =  х2  +  2 у2. 

'6No  hem  vist  que  aquestes  direccions  que  hem  trobat  siguin  les  direccions  de  curvatura 
principals  definides  com  maxims  i  mmims  de  les  curvatures  principals.  Ho  deixem  com 
exercici. 
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Les  coordenades  X,  Y,  del  punt  de  tall  (que  te  per  tercera  coordenada  la 
Ž  de  (7.12))  estan  donades  per 

X  =  x0  -p(Ž  -  Z0), 

У  =  Уо  ~  q(Ž  -  z0). 

Ara  calculem  Ž  —  z0  per  un  altre  rnetode.  Observem  que  dividint  per  Ах 
i  fent  tendir  Ах  a  zero  a  les  formules  (7.10)  i  (7.13)  obtenim  respectivament 

-1  +  (Ž-zo)(r  +  sy')  -p(p  +  qy')  =  0, 

~У'  +  (Ž  -  Zq) (s  +  ty')  -  q(p  +  qy')  =  0. 

Ai'llant  у'  a  la  primera  equacio  i  substituint-lo  a  la  segona  obtenim 

(Ž  -  z0)2(rt  -  s2)  -  (Ž  -  20)[(1  +  q2)r  -  2pqs  +  (1  +  p2)t] 

+  l+p2  +  q2  =  0.  (7.17) 

Monge  introdueix  la  notacio 

д  =  rt-  s2, 

h  =  (1  +  q2)r  —  2  pqs  +  (1  +  p2)t, 
k 2  =  1  +p2  +  q2. 

de  manera  que  (7.17)  s’escriu  simplement  com 

g(Ž  -  z0)2  -  (Ž  -  z0)h  +  k2  =  0. 

Aixi 


-  h  ±  Jh2  -  4 gk2 

Z  -zq  = - - . 

2  g 

Els  dos  radis  de  curvatura  principal  estan  donats  per  la  distancia  entre 
(x0,y0,z0)  i  (X,Y,Ž)  (tenint  en  compte  el  ±  de  l’arrel  quadrada).  Es  a  dir, 

R  =  ^(X-x0Y  +  (Y-y0y  +  (Ž-z0Y 
=  k\Z  —  z0 1 

h  ±  -  Agk 2 

2 ~g 


k 


(7.18) 
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Si  fem  el  truc  estandard  de  situar-nos  a  l’origen  amb  N  =  (0,0,1),  tenim 
p  =  q  =  0,  i  les  formules  pels  dos  radis  de  curvatura  son  simplement 

r  +  t  ±  yj (r  —  t )2  +  4 s2 

ll  =  - ; - — - . 

2  (rt  —  s2) 

Tarnbe  es  poden  escriure  com 


r  +  t  ±  лЈ (r  —  t)2  +  4 s2’ 

iguals  a  les  formules  obtingudes  per  Meusnier  el  1776  a  Memoire  sur  1а  cour- 
bure  des  surfaces,  [?],  perb  aquf  introduint  les  direccions  de  curvatura  princi- 
pals  com  direccions  tals  que  les  curvatures  dc  les  seccions  normals  en  aquestes 
direccions  tenen  el  seu  valor  maxim  i  mmim. 

Com  R  =  k\Z  —  zo\,  i  amb  les  coordenades  que  estern  prenent  k  =  1 
tambe  es  compleix  que 


i  ’ 

r  +  sm 

on  m  esta  donada  per  (7.16). 

Observem  finalment  que  l’equaci6  (7.18)  ens  dona  directament  l’equacio 
diferencial  de  les  superffcies  minimals,  ja  que  aquestes  compleixen  que  els 
dos  radis  de  curvatura  principal  son  oposats,  i  aixb,  degut  al  doblc  signe  de 
l’arrcl  quadrada,  nomes  es  pot  donar  si  h  =  0,  es  a  dir, 

(1  +  q2)r  —  2  pqs  +  (1  +  p2)t  =  0, 

equacio  que,  com  hem  comentat  a  la  pagina  ??.  Aixo  ho  fa  Monge  en  cl  full 
XX  de  [?],  titulat  De  la  surface  courbe  dont  les  deux  rayons  de  courbure  sont 
toujours  едаих  entre  еих  et  de  signes  contraires. 

Monge  integra  l’anterior  equacio  de  les  superffcies  minimals  als  articlesf?] 
i[?].  Obte  p  =  aq  +  c,  amb  a,  c  constants  tals  que  a2  +  c2  +  1  =  0  (per  tant, 
complexos) . 

7.5  Exercicis 

Exercici  7.5.1  [Desenvolupable  tangencial]  Sigui  7(5)  una  corba  para- 
metritzada  per  l  'arc  de  curvatura  no  nul-  la  en  tot  punt. 
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(a)  Comproveu  que  (p(s,  t )  =  7(s)+t  7'(s),  amb  t  ^  0,  defineix  una  superficie. 

(b)  Demostreu  que  aquesta  superficie  es  desenvolupable. 

(c)  Proveu  que  els  coeficients  de  la  primera  forma  fonamental  no  depenen 
de  la  torsio  de  7. 

(d)  Calculeu  la  curvatura  de  Gauss  i  la  curvatura  mitjana  en  termes  de  la 
curvatura  i  torsio  de  la  corba. 

(e)  Considerant  una  corba  plana  amb  la  mateixa  curvatura  que  7,  deduiu  que 
hi  ha  una  isometria  d’un  obert  de  la  superficie  anterior  amb  una  regio 
del  pla. 

Solucio. 


(a)  Localment  la  parametritzacio  es  regular  ja  que  els  vectors 

<ps(s,t )  =  T(s) +  tk(s)N(s) 

<Pt(s,t)  =  T(s) 

son  lincalment  independents,  per  ser  t  ^  0  i  k  ф  0. 

(b)  Е1  vector  normal  val 


v(s,t) 


<Ps  X  Pt 
|  Ps  X  pt  | 


~B(s). 


Com  que  110  depen  de  t  aquest  vector,  i  per  tant  cl  pla  tangent,  es  constant 
al  llarg  de  les  generatrius,  i  per  tant,  per  la  Proposicio  7.1.2,  /С  =  0  i  la 
superficie  es  desenvolupable. 


(c)  Clarament  la  matriu  de  la  primera  forma  fonamental  respecte  la  base 

/  =  ^  1  +  t2k(s)2  1  ^ 


Apareix  la  curvatura  perb  no  la  torsio.  Es  a  dir,  que  si  ara  repetfssim 
cls  calculs  canviant  q(s)per  una  corba  amb  la  seva  mateixa  curvatura 
pero  diferent  torsio,  la  matriu  de  la  primcra  forma  fonamental  seria  la 
mateixa. 
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(d) 


ipss(s,t )  =  T'(s)+tk'(s)N(s)+tk(s)N'(s) 

=  k(s)N(s)  +  tk'(s)N(s)  +  tk(s)(—k(s)T(s)  —  t(s)B(s)) 

=  — tk(s)2T(s )  +  (tk'(s)  +  k(s))N(s)  —  tk(s)r(s)B(s) 
+St(s,t)  =  k(s)N(s) 

+tt(s,t)  =  0 

Com  iy(s,t)  =  — B(s ), 

e  =  (u,ipss)  =  tr(s)k(s) 
f  =  (+  Tst)  =  0 

9  =  (+  <Ptt)  =  п. 

Aixf,  eg  —  р  =  0  i  per  tant  K  =  0.  Es  una  superficie  desenvolupablc. 
La  curvatura  mitjana  val 

н  =  1E9  -  2Ff  +  Ge  =  1  t(s) 

2  EG-F 2  2  tk(s)  ‘ 

La  curvatura  mitjana  sf  que  depen  de  la  torsio. 

(e)  Denotem  7 u(s)  la  unica  corba  que  te  en  s  =  0  la  mateixa  referencia 
de  Frenet  que  7(5),  amb  qu(0)  =  7(0),  amb  la  mateixa  curvatura  que 
7(s),  i  torsio  ut(s).  Quan  u  varia  a  l’interval  [0, 1]  obtenim  una  fannlia 
uniparametrica  de  corbes  tal  que  quan  u  =  0  correspon  a  una  corba 
plana  i  quan  u  =  1  correspon  a  la  corba  inicial  7(5).  Si  denotem  per 
Su  la  desenvolupable  tangencial  de  7u(s)  tenim,  per  cada  u  G  [0, 1],  una 
aplicacio  Fu  :  S1  — >  Su  donada  per 

Fu(<p(s,t))  =  <pu(s,t), 


amb 


<p(s,t)  =  'f(s)  +  t'f'(s) 
<pu(s,t)  =  7u(s)  +  t(7“)'(s). 


Es  a  dir,  Fu  envia  cl  punt  de  coordenades  (s,  t)  de  S 1  al  punt  de  coor- 
denades  (s,t)  de  Su.  Els  coeficients  de  la  primera  forma  fonamental  de 
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S1  respecte  <p(s,t)  coincideixen  amb  els  coeficients  de  la  primera  forma 
fonamental  de  Su  respecte  de  pu  =  Fuo{p.  Aixo  es  degnt  a  que  en  els  coe- 
ficients  de  la  primera  forma  fonamental  dequalsevol  d’questes  superffcies 
no  apareix  la  torsio.  Per  tant  Fu  es  una  isometria.  En  particular  F° 
desenvolupa  isometricament  la  corba  donada  sobre  el  pla  (localment). 


Exercici  7.5.2  L’invers  del  parametre  de  distribucio  es  la  tassa  de  variacio 
de  l’angle  entre  rectes  respecte  la  seva  distancia. 

Solucio.  Es  a  dir,  amb  la  notacio  del  problema  anterior,  hem  de  veure  que 


p(0)  =  lim 


d(s) 


s~' >o  d(s) 


on  d(s)  es  la  distancia  entre  les  rectes  <p(0 ,t)  i  <p(s,t),  i  9(s)  es  l’angle  entre 
els  vectors  u  =  м(0)  i  u(s). 

Aprofitant  la  notacio  i  els  calculs  dcl  problema  anterior  tenim  que 


Per  tant, 


d{s)  =  /3(0)f3(s) 


u  Л  u(s) 
sin0(s) 


d(s)  /3(0)/3(s)  ■  /3(0 j/3(s)  ■  u  Л  u(s) 

lim  — —  =  lmi - — - =  hm - ^ — - 

s^o  9(s)  s->o  sind(s)  s-s>o  sin  d(s) 


En  aplicar  un  primer  cop  l’Hopital  obtenim 


lim  -  lim  '  U  Л  + 
s^o  0(s)  s->o  2sind(s)  cos9(s)9'(s) 


Exercici  7.5.3  Siguip(s)  el  parametre  de  distribucio  de  la  superficie  reglada 


<p(s,t)  =  f3(s)  +  tu(s) 

amb  ||«(s)  =  1||  i  ((3'(s),  u'(s))  =  0.  Demostreu  que  la  curvatura  de  Gauss 
ve  donada  per 

- P2(s ) 

(p2(s)  +  f2)2’ 


K(s,t) 
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Solucio.  Calculem  les  derivades  de  c p(s,t ). 

(ps  =  P'(s)  +  tu'(s) 
(ft  =  u(s) 

(fss  /3  (s)  +  tu  (<s) 
(fst  =  u'  (s) 

<fitt  =  o 


Aixi 


u(s,t)  = 


/3'(s)  Л  u(s)  +  tu'(s)  Л  u(s) 


ll+s  Л  (pt\\ 

i  E  =  1  +  t2||u/(s)||2,  F  =  ( /3'(s),u(s )),  G  =  1,  g  =  0  (la  e  no  jugara  cap 
paper)  i 

det(/3',u,u') 

/  =  (+  = 


La  curvatura  de  Gauss  es  doncs 

eg  -  f2  -f2 


к  = 


Il+S  Л  <Pt\\ 

det({3',  u,  u')2 


EG  —  F2  \\(ps  Л  (pt\\2  \\tps  Л  (pt\\A 


Ara  be,  per  ser  u'(s)  ortogonal  a  u(s)  i  a  f3'(s)  hi  ha  una  funcio  p(s)  tal 
que  (3'(s)  Au(s)  =p(s)u'(s).  Multiplicant  per  u'(s)  obtenim  que 


p(s)  = 


det  (/3'(s),u(s),u'(s)) 


|m'(s 


/+Р12 


Am, 


||+зЛ</?4||2  =  ((3' Au+tu  Ли,  /3' Au+tu' Au)  =  ||//Ли||2+£2||-г/||2  =  (p2+t2)||u/||2 

Substituint  a  l’expressio  anterior  de  K  tenim  cl  resultat. 

Exercici  7.5.4  Trobeu  1а  corba  d’estriccio  de 

( p(s ,  t)  =  (coss  +  s  sin  s,  sin  s  —  s  coss,  s)  H — ^(sin  s,  —  cos  s,  1). 

л/2 

Es  una  corba  plana?  De  quina  superficie  es  tracta? 
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Exercici  7.5.5  Trobeu  la  corba  d’estriccio  de 

<p(s,  t)  =  (—=  cos  s,  sin  s,  0)  H — .  =  (—  sin  s,  л/2  coss,  л/2). 


V2 


УзТ 


cos^  s 


Es  una  corba  plana?  De  quina  superfzcie  es  tracta? 
Solucić.  Posem 

/3(s)  =  (— -=  cos  s,  sin  s,  0), 

v2 


u(s)  = 


л/3  + 


cos^  s 


•  sin  s,  \/2  cos  s,  \/2) , 


de  manera  qne  <p(s,t)  =  /3(s)  +  tu(s). 
La  corba  d’estriccio  es 


E(s) = №)  - 


Derivant  i  substitnint  obtenim 
E(s)  =  1 


(3  —  cos2  s) 


\u'(s)\\ 


(V2  cos  s,  3  sin  s,  sin  s  cos  s) . 


77Maple:David  Marin. 
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I  la  superficie  2x2  +  у2  —  z2  =  1  reparametritzada  a  partir  de  E(s)  es 

Ф (s,t)  =  .  = - ( t  sin  s  cos2  s  +  \pl  cos  sV 3  +  cos2  s  —  3t  sin  s, 

V  У  V3  +  cos2  š(3  -  cos2  s)  V 

—tV 2  cos3  s  +  3tV2  cos  s  +  3  sin  s\/3  +  cos2  s, 

—tV 2  cos2  s  +  sin  s  cos  s\/3  +  cos2  s  +  3č\/2^  . 
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Capitol  8 


Corbes  sobre  superffcies. 
Curvatura  normal 

8.1  Curvatura  normal  i  curvatura  geodesica 

Sigui'8  7(5)  una  corba  sobre  una  superffcie  orientada  S,  parametritzada  per 
Гагс. 

En  cada  punt  de  7(5)  tenim  5  vectors  que  juguen  un  paper  destacat:  La 
referencia  de  Frenet  T(s),N(s),  B(s),  cl  normal  a  la  superficie  en  el  punt, 
J\f(l(s)),  que  d’ara  en  endavant  denotarem  v(s),  i  cl  vector  tangent  a  la 
superffcie  i  normal  a  T(s),  donat  per 

e(s)  =  v(s)  Л  T(s). 

Aixf,  en  cada  punt  de  7(5)  tcnim  dues  ‘normals’:  la  normal  a  la  superficie 
u(s)  i  la  normal  principal  de  la  corba  N(s).  Diguem  a(s)  l’angle  que  formen 
aquestes  normals  en  cl  punt  7(5),  de  manera  que 

cosa(s)  =  (N(s),u(s)), 

amb  0  <  a(s)  <  п. 

Recordem  que 

7"(s)  =  k(s)N(s), 

on  k(s)  es  1а  curvatura  de  7(s)  com  a  corba  de  №3. 

78En  aquesta  seccio  seguire  parcialment  [17]. 
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Projectem  ortogonalment  el  vector  7  "(s)  sobre  la  normal  a  la  superffcie. 
Es  a  dir,  imaginem  )  amb  origen  el  punt  7(5)  i  cl  projectem  ortogonal- 
ment  sobre  la  recta  7(5)  +  (i/(s)). 

Obtenim  un  vector  de  direccio  v{s)  i  modul  k(s)  \  cosa(s)|.  Si  a(s)  es  mes 
gran  que  тт/2  el  cosinus  es  negatiu  i  aixo  vol  dir  que  el  vector  projectat  te 
sentit  oposat  al  sentit  de  z/(s). 

Si  el  mateix  vector  7"(s)  cl  projectem  sobre  cl  pla  tangent  obtenim  un 
vector  de  modul  k(s)  \  sina|,  com  es  veu  а  1а  figura  on  cl  vector  tangent  T  es 
perpendicular  al  paper  i  apunta  al  lector. 


Definicio  8.1.1  (Curvatures  normal  i  geodesica)  Sigui  q(s)  una  corba 
sobre  una  superficie  orientada  S,  parametritzada  per  l’arc.  Els  coeficients 
que  apareixen  en  descompondre  j'fs)  en  la  base  (e(s),  v(s))  son  la  curvatura 
geodesica  i  la  curvatura  norrnal  respectivament. 

Es  a  dir, 


7  "(s)  =  kg(s)e(s)  +  kn(s)v(s).  (8.1) 

Per  tant,  per  a  cada  valor  del  parametre  s,  que  ometern  a  les  formules 
segiients  per  simplificar,  tenim. 

kn  =  (7",  v)  =  k(N,  v)  =  kcosa, 
kg  =  (7",  e)  =  k(N,  e)  =  k  cos/3, 
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on  а  es  l’angle  entre  la  normal  a  la  superficie  v  i  la  normal  principal  N.  i  f3 
es  l’angle  entre  N  i  e.  Observem  que  (3  es  tambe  l’angle  entre  la  binormal  B 
i  v,  per  ser  angles  de  costats  perpendiculars.  Per  definicio  d’angle  a  partir  de 
la  formula  del  cosinus  tcnim  que  0  <  а,  /3  <  тт.  Observem  doncs  que  kn>  0 
si  i  nornes  si0<a<7r/2  (la  normal  principal  esta  del  mateix  costat  que  Af 
respecte  del  pla  tangent  afi).  i  kg  >  0  si  i  nomes  si  0  <  /3  <  7г/2. 

Resumint,  si  q(s)  esta  parametritzada  per  l’arc 

kn  =  (7  V) 

K  =  (7'>ЛУ) 


1  si  no  esta  parametritzada  per  Гагс  (exercici  8.6.1,  pagina  216) 

kn  =  (7  VVIIVII2 

kg  =  <7  "  1  V  Л  7О/Ц7Ц3 


En  els  clibuixos  segiients,  fets  en  el  pla  normal  de  la  corba,  concretament 
quan  T  apunta  al  lector,  hem  representat  les  cliferents  posicions  relatives  de 
N  respecte  de  la  base  (e,  v),  segons  estigui  en  cadascun  dels  quatre  quadrants. 

Primer  quadrant  Quart  quadrant 


cos  /3  =  ±  sin  a 
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La  relacio  entre  a  i  (3  depen  de  la  posicio  relativa  de  les  normals  N  i  z/, 
com  es  ven  a  la  fignra.  Concretament,  f3  +  a  =  7г/2  quan  N  esta  al  prirner 
quadrant,  /3  —  a  +  7r/2al  segon  quadrant,  a  +  /3  =  37г/2  al  tercer  quadrant  i 
a  =  /3  +  7г/2  al  quart  quadrant.  En  cl  prirner  i  quart  quadrant  cos  f3  =  sina 
i  en  cl  segon  i  tercer  quadrant  cos/3  =  —  sina.  Correspon  al  fet  de  que  N  es 
projecti  en  el  sentit  de  e  o  en  el  sentit  oposat.  Resnmint, 

kn  =  k  cos  a, 
кд  =  ±/csincq 

amb  signe  ‘±’  quan  N  esta  en  el  primer  o  quart  quadrant  (0  <  [3  <  vr/2),  i 
signe  ’  en  cas  contrari.  En  particular, 

kn(s)2  +  kg(s )2  =  k2. 

Dependencia  de  la  orientacio 

Podem  canviar  la  orientacio  de  la  supcrficie  i  la  orientacio  de  la  corba.  Si 
orientem  S  per  —  J\f  en  lloc  de  per  J\f ,  arnbdos  curvatures  canvien  de  signe. 
Si  canviem  el  sentit  en  que  es  recorre  la  corba  la  curvatura  normal  no  varia 
i  la  curvatnra  geodesica  canvia  de  signe. 

Proposicio  8.1.2  En  canviar  Vorientacio  de  la  corba  la  curvatura  normal 
no  varia  i  la  curvatura  geodesica  canvia  de  signe. 

Demostracić.  Snposem  q(s)  parametritzada  per  l’arc,  canviem  s  per  —  s  i 
mirem  que  passa  en  s  =  0.  Si  dicm  q(s)  =  q(— s),  llavors  7/s)  =  —7 '(— s) 
i  7//(s)  =  7 "(—s).  Per  tant  /'(О)  =  — 7'(0)  i  7"(0)  =  7"(0).  La  normal  a  la 
superffcie  110  queda,  obviament,  afectada  i  el  vector  e(0)  canvia  de  signe,  ja 
que  e(0)  =  z/(0)  Л  7/O)  =  — e(0). 

Per  tant,  la  formula  (8.1)  aplicada  a  7(5)  i  7(5)  ens  diu  directament  que 

7"(0)  =  kn( 0)z/(7(0))  ±  kg( 0)e(0)  =  kn( 0)z/(7(0))  ±  kg( 0)e(0).  (8.2) 

i  per  tant  la  curvatura  normal  110  ha  canviat,  kn( 0)  =  kn(0)  i  la  curvatura 
geodesica  ha  canviat  de  signe,  kg( 0)  =  —kg( 0).  □ 

La  resta  del  capftol  tractara  de  propietats  de  la  curvatura  normal.  L’es- 
tudi  mes  detallat  de  la  curvatura  geodesica  el  posposem  al  capftol  de  ge- 
odesiques,  Capftol  11. 
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8.2  Teorema  de  Meusnier 

Estudiem  la  rclacio  entre  la  curvatura  normal  i  la  segona  forma  fonamental. 
Recordem  qne  la  segona  forma  fonamental  depen  de  quina  normal  clegim  a 
la  superficie. 

Teorema  8.2.1  Sigui  7  =  q(s)  ипа  corba  sobre  una  superficie  orientada  S, 
parametritzada  per  Varc.  La  curvatura  normal  de  7  en  el  punt  7(5)  val 

kn{s)  =  #7(«)(7'(s)»7'(s))- 

Demostracio.  Per  a  tot  valor  de  s  tenim 

(T(s),Cs))=0. 

011  T(s)  =  7  '(s)  i  u(s)  =  A/"(7(s))  es,  com  sempre,  la  restriccio  a  la  corba  del 
camp  normal  a  la  superficie. 

Derivant  respecte  de  s  tenim 

(k(s)N(s),  u(s))  +  (T(s),u'(s))  =  0.  (8.3) 


Per  tant, 


kn(s)  =  k(s)(N(s),u(s ))  =  ~(T(s),u'(s)). 
Регб  hem  vist  a  l’equaci6  (6.4),  pagina  136,  que79 

=  -VXS) 


per  tant, 


kn(s)  =  (T(s),Wl{s)T(s))  =  IIl{s)(T(s),T(s)).  □ 

Corol-lari  8.2.2  (Teorema  de  Meusnier)  Si  dues  corbes  sobre  S  tenen 
en  un  punt  P  el  mateix  vector  tangent,  tenen  la  mateixa  curvatura  normal. 

Demostracio.  Е1  Teorema  8.2.1  diu  que  per  calcular  la  curvatura  normal 
d’una  corba  en  un  punt  nornes  cal  coneixer  el  vector  tangent  a  la  corba 

79Justament  es  aquest  calc\il  el  c^ue  motiva  definir  l’endomorfisme  de  Weingarten  com 
la  diferencial  de  l’endomorfisme  de  Weingarten  canviada  de  signe. 
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en  aquest  punt  (i  la  segona  forma  fonamental,  que  depen  unicament  de  la 
superffcie).80  □ 

De  fet,  nornes  cal  que  tinguin  la  mateixa  recta  tangent  en  P,  ja  que  per 
calcular  la  curvatura  normal  nomes  necessitem  el  vector  tangent  unitari  i  no 
importa  cl  sentit  ja  que  II (T,  T )  =  //(— T,  —  T). 

Podem,  doncs,  parlar  de  la  curvatura  normal  en  una  direccio  donada, 
encara  que  no  hi  hagi  involucrada  сар  corba.  Concretament, 


Definicio  8.2.3  Sigui  P  un  punt  d’una  superficie  S  i  sigui  v  G  TPS  unitari. 
La  curvatura  normal  en  P  en  la  direccio  (v)  es 

kn(v)  =  IIP(v,v). 


Interpretacio  geometrica  de  la  curvatura  normal 


Е1  nom  de  curvatura  normal  queda  justificat  perque,  com  veurem  a  la  Pro- 
posicio  8.2.5,  coincideix,  llevat  del  signe,  amb  la  curvatura  de  la  corba  seccio 
normal.  Aquesta  corba  es  defineix  de  la  manera  segiient. 


Definicio  8.2.4  Sigui  S  una  superficie  i  siguin  P  E  S  un  punt  de  S,  T  e 
TPS  un  vector  unitari  tangent  a  la  superficie  en  P  i  v  =  M(P)  un  vector 
unitari  normal  a  la  superficie  en  P . 

La  corba  seccio  normal  per  P  en  la  direccio  T  es  la  corba  interseccio  de 
la  superficie  S  amb  el  pla  П  :  P  +  (T,  v) . 

Per  exemple,  si  considerem  un  paral-lel  d’una  esfera  amb  direccio  T  en 
un  cert  punt  P,  llavors  la  seccio  normal  per  P  en  la  direccio  T  es  el  meridia 
donat  per  la  interseccio  de  l’esfera  amb  el  pla  P  +  (T,  v) . 


80Equivalentment,  si  tinguessim  dues  corbes  diferents  регб  amb  la  mateixa  tangent  en 
P ,  7i  i  72,  la  formula  (8.3)  ens  diria  (k\Ni,  v)  =  (/сгАг,  v),  ja  que  denotant  v^  =  N  o  7^, 
i  =  1,2,  es  compleix  que  v'2(0)  =  г/{(0)  (aixo  es  essencialment  el  que  ens  diu  l’equacio 
(6.4),  tot  recordant  com  funciona  la  diferencial  d’una  aplicacio). 
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Proposicio  8.2.5  (Interpretacio  geometrica  de  la  curvatura  normal) 

Sigui  7  =  7 (s)  ипа  corba  sobre  una  superficie  S,  parametritzada  per  l’arc. 
El  valor  absolut  de  la  curvatura  normal  de  7  en  el  punt  7 (s)  es  igual  a  la 
curvatura  de  la  seccio  normal  a  la  superficie  en  el  punt  7(s)  i  direccio  7 '(s). 

Demostracio.  Sigui  er  la  seccio  normal  a  la  superficie  en  el  punt  P  =  7 (s)  i 
direccio  T  =  7'(s)  £  TpS.  Volcm  demostrar  que  en  aquest  punt 

\К\  = 

011  ka  denota  la  curvatura  de  la  seccio  normal  cr  en  P  i  kn  la  curvatura  norrnal 
de  7  en  P. 

Com  сг  es  una  corba  sobre  la  superficie  el  seu  vector  tangent  en  P  pertany 
a  TpS ,  i  com  es  una  corba  plana,  aquest  vector  tangent  pertany  tambe  al 
subespai  vectorial  E  director  del  pla,  que  es  E  =  {AT  +  џи,  X,  џ  e  R},  011 
v  =  Jf{P )  es  la  normal  a  la  superffcie  en  P.  Com 

TPS  П  E=(T) 

el  vector  unitari  tangent  a  <т  en  P  es  justament  ±T. 

Per  tant,  pel  Teorema  de  Meusnier,  la  curvatura  normal  de  cr  en  P  coin- 
cideix  amb  la  curvatura  normal  de  7  en  P.  Es  a  dir 
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Ara  be,  la  normal  princ-ipal  Na  de  o  en  P ,  tambe  ha  d’estar  en  el  subespai 
vectorial  (T,  v) ,  per  ser  o  plana,  i  per  tant  Na  =  ±г/.  Per  tant,  l’angle  a 
entre  les  normals  Na  i  v  ha  de  ser  a  =  0  o  a  =  7г,  i  abu 

ka  =  ka  cos  a  =  ±ka, 

on  val  cl  signe  ‘±’  quan  la  normal  triada  a  la  superficie  coincideix  amb  la  nor- 
mal  principal  de  la  corba  seccio  normal  i  el  signe  ‘  — ’  quan  aquestes  normals 
son  oposades.  Per  tant, 

ка  =  \к\  =  \кп\, 

com  voliem  demostrar.  □ 


Nota  8.2.6  Per  la  propia  dehnicio  de  seccio  normal,  o  no  te  associada  una 
parametritzacio.  Si  volem  la  podem  suposar  parametritzada  per  Гагс  i  can- 
viant  si  cal  cl  signe  d’aquest  parametre  podern  suposar  ±(0)  =  7'(0),  amb 

P  =  7(0). 

Si  orientem  el  pla  seccio  normal  per  P  i  clireccio  7^(0)  client  que  la  base 
(7'(0),  v)  es  positiva81  i  diem  ka  a  la  curvatura  amb  signe  de  la  seccio  normal, 
es  a  dir, 

ka  =  det^cr^O),  и"(0)) 

on  cl  determinant  es  el  determinant  de  la  matriu  dels  coehcients  de  (a'(0),  <т"(0)) 
respecte  de  (^'(O),  v),  tenim  que 


~ka 


1  * 
0  * 


(o"(0),v)  =  ka(Na,v)  =  kn 


es  a  dir,  la  curvatura  normal  es  igual  a  la  curvatura  amb  signe  de  la  seccio 
normal. 


Vegeu  l’exercici  8.6.6  per  a  una  altra  interpretacio  geometrica  de  kn. 


Lloc  geometric  dels  centres  de  curvatura  de  les  corbes 
determinades  sobre  la  superffcie  pel  feix  de  plans  gene- 
rat  per  la  recta  tangent 

Si  denotem  p(s)  =  1  /k(s)  cl  radi  de  curvatura  d’una  corba  7 (s)  donada 
sobre  una  superffcie  i  pn(s)  =  l/\kn(s)\  el  radi  de  curvatura  de  la  corba 


81No  es  una  orientacio  canonica  del  pla,  ja  que  depen  de  T. 
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seccio  normal,  la  formula  kn(s)  =  k(s )  cosai(s)  es  transforma  en 

p(s)  =  pn(s)  ■  |cosa(s)|.  (8.4) 

Sernpre  que  manipulem  radis  de  curvatura  estern  suposant  implfcitament 
que  k(s)  i  kn(s)  son  diferents  de  zero. 

Ara  apliquem  aquesta  fćrmula  a  la  famflia  de  corbes  que  s’obtenen  tallant 
la  superficie  amb  el  feix  de  plans  que  contenen  la  recta  tangent  a  una  corba 
donada  en  un  punt  donat  P.  Aquesta  famflia  de  corbes  es  pot  parametritzar 
per  l’angle  а,  mesurat  a  partir  de  v  en  el  pla  normal  a  la  corba,  com  indi- 
ca  la  figura,  ja  que  aquest  angle  determina  completament  el  pla  que  estern 
considerant  i  per  tant  la  corba. 


Totes  elles  tenen  la  matebca  curvatura  normal  en  P,  de  manera  que  la 
formula  anterior82  ens  dona  el  radi  de  curvatura  de  cadascuna  d’clles  en  el 
punt  P,  que  denotarem  р(а),  justament  en  funcio  de  l’angle  а.  Concreta- 
ment,  en  el  punt  P,  tenim 


р(а)  =  pn\  cosa|. 

Aixo  perrnet  interpretar  р(а)  com  un  dels  catets  d’un  triangle  rectangle 
d’hipotenusa  pn. 

82Podem  pensar  que  totes  elles  estan  parametritzades  pel  corresponent  parametre  arc, 
ciue  valgui  zero  en  P,  i  aplicar  la  formula  (8.4)  amb  s  =  0. 
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Com  cl  centre  de  curvatura,  en  P,  d’aquestes  corbes  planes  es  cl  punt  P  + 
paNa,  on  pa,Na  son  cl  radi  de  curvatura  i  la  normal  principal  de  cadascuna 
d’elles,  resulta  que  el  lloc  geometric  dels  centres  de  curvatura  de  les  corbes 
planes  que  s’obtenen  tallant  la  superficie  pel  plans  que  contenen  la  recta  P  + 
(T)  es  una  circumferencia  del  pla  normal  a  la  corba  que  passa  per  P  amb 
diametre  de  longitud  pn  en  la  direccio  v  =  ЛГ(Р)  de  la  normal  a  la  superficie 
en  P. 

Es  pot  veure  que,  reciprocament,  tot  punt  d’aquest  cercle  es  un  centre  de 
curvatura  d’una  corba  del  feix. 

Com  el  cercle  osculador  de  cadascuna  d’aquestes  corbes  es  el  cercle  del  pla 
osculador  amb  centre  el  centre  de  curvatura  corresponent  resulta  que  aquest 
cercle  es  la  interseccio  del  pla  osculador  corresponent  amb  l’esfera  de  centre 
P  +  pnv  (centre  de  curvatura  de  la  seccio  normal)  i  radi  pn  (radi  de  curvatura 
de  la  seccio  normal). 


A  la  figura  representem  cl  cas  0  <  a  <  тт/2,  i  el  vector  tangent  T  en  P 
es  perpendicular  al  paper  i  apunta  al  lector. 

Tambe  es  pot  obtenir  la  circumferencia  lloc  geometric  com  la  inversa  de 
la  recta  formada  pels  punts  kN  respecte  de  la  circumferencia  del  pla  normal 
de  centre  el  punt  i  radi  1. 
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Aquest  dibuix  ja  ens  diu  que  quan  kn  0  totes  les  corbes  sobre  la  su- 
pcrffcie  amb  la  mateixa  tangent  tenen  el  vector  normal  principal  en  el  mateix 
semiespai  respecte  del  pla  tangent,  vegeu  mes  endavant  la  Proposicio  8.4.3. 


8.3  Formula  d’Euler 

Per  estudiar  les  direccions  principals  en  un  punt  P  utilitzarem  el  fet  de  que 
l’endomorfisme  de  Weingarten  Wp  :  TpS  — >  TpS  diagonalitza  en  una  base 
ortonormal,  tal  com  hem  vist  a  la  Proposicio  6.2.3. 

Com  que  en  aquesta  seccio  P  estara  fixat  escriurem  W,  I,  II  en  lloc  de 
Wp,Ip,IIP. 

Proposicio  8.3.1  (Formula  d’Euler)  Sigui  (ei,e2)  ипа  base  ortonormal 
de  TPS  formada  per  vectors  propis  de  l’endomorfisme  de  Weingarten,  amb 
W[ef)  =  к^ег ,  i  =  1,2.  Llavors  la  curvatura  normal  en  la  direccio  donada  pel 
vector 

w  =  (cosa)ei  +  (sina)e2 
es 

kn(w )  =  h  cos2  a  +  k2  sin2  a. 

Demostracić.  Com  la  segona  forrna  fonamental  es  bilineal  tenim 

II{w,w )  =  //((cosa)ei  +  (sino;)e2,  (coso)ei  +  (sino)e2) 

=  //(e i,  ei)  cos2  a  +  //(e2,  e2)  sin2  a  +  2//(ei,  e2)  sinacosa. 
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Ara  be, 

II(ehei)  =  I(Wehei )  =  1(кГеГ,еГ)  =  kh  i  =  1,2, 


П(е  i,e2)  =  /(Wei,e2)  =  I(kiei,e2)  =  /ci/(ei,e2)  =  0. 


Per  tant, 


II (w,  w)  =  ki  cos2  a  +  k2  sin2  a.  □ 

Aquesta  formula  d’Euler  ens  diu  directament  que  si  en  un  punt  P  tenim 
ki  =  k2  llavors  la  curvatura  normal  en  qualsevol  direccio  es  igual  a  aquest 
valor. 

En  efecte,  kn(a)  =  k\  cos2(o;)  +  k\  sin2(a)  =  k\ . 

Ja  hem  dit  que  els  punts  on  passa  aixd  es  diuen  umbilicals. 

La  formula  d’Euler  permet  veure  de  manera  immediata  que  la  curvatura 
normal  en  un  punt,  pensada  com  funcio  de  l’angle,  es  una  funcio  amb  un 
maxim  i  un  niinims  globals  i  sense  altres  extrems  locals.  Concretament  tenim 
el  resultat  segiient. 

Teorema  8.3.2  (Olinde  Rodrigues)  83  Les  direccions  principals  sdn  les 
direccions  en  les  que  la  curvatura  normal  es  maxima  i  mmima.  Les  curvatu- 
res  principals  sćn  justament  aquests  valors  maxim  i  mmim  de  les  curvatures 
normals. 

Demostracić.  Per  trobar  els  extrems  de  la  curvatura  normal  en  un  punt,  al 
variar  la  direccio,  nomes  hem  d’igualar  a  zero  la  derivada  respecte  l’angle  en 
la  formula  d’Euler. 

Obtenim 

— 2k\  cos  a  sin  a  +  2k2  sin  a  cos  a  =  0. 

Si  ki  =  k2,  es  a  dir,  en  els  punts  umbilicals,  W  =  k^id  i  tota  direccio  es 
principal. 

83Hem  definit  direccions  principals  com  les  direccions  propies  de  l’endomorfisme  de  Wein- 
garten.  Ara  veiern  que  acjuestes  direccions  ens  donen  el  maxim  i  mi'nim  de  les  curvatures 
normals.  Historicament  es  va  procedir  al  reves:  es  definebcen  les  direccions  principals  com 
les  direccions  en  les  que  la  curvatura  normal  es  maxima  o  minima  i  es  demostra  que  la 
derivada  de  la  normal  respecte  una  d’aquestes  direccions  te  tambe  aquesta  direccio.  Aixo 
es  el  que  va  fer  Olinde. 
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Si  estem  en  un  punt  no  umbilical,  k\  ф  /с2,  obtenim  а  =  0  o  а  =  7г/2, 
es  a  clir,  les  clireccions  en  les  que  la  curvatura  normal  es  maxima  o  nnnima 
son  les  direccions  donades  pels  vectors  propis  e\  i  e2  de  l’endomorfisme  de 
Weingarten. 

La  mateixa  formula  d’Euler  ens  diu  llavors  que  les  curvatures  normals  en 
les  clireccions  e\  i  e2  son  k\  i  /с2  respectivament.  □ 


Una  altra  manera  de  demostrar  el  teorema  d’Olinde 


Llna  manera  d’estudiar  el  valor  dc  la  curvatura  normal  en  totes  les  clireccions 
possibles  es  fixar  la  base  (cpu,<pv)  de  TPS  i  considerar  les  clireccions 


w  =  <pu  +  npv,  џ  e  M. 


Aixo  exclou  la  direccio  <pv  que  podem  considerar,  no  obstant,  que  correspon 
al  valor  џ  =  oo.  D’aquesta  manera  џ  ens  parametritza  les  clireccions  de 
TPS,  sense  tenir  en  compte  el  sentit,  es  a  dir,  w  i  —  w  determinen  la  mateixa 
clireccio. 

Recordem  que 


II  (w ,  w)  =  (1  ,т)  Уј-  =e  +  2 1џ  +  дџ2. 

I(w,w)  =  (  1,џ)(р  £  )  (  *  ^ј=Е  +  2Рџ  +  Сџ2, 

on,  com  sempre,  E,  F,  G,  e,  f,  g  son  els  coeficients  de  la  primera  i  segona 
formes  fonamentals  respecte  de  la  base  (<pu,  <pv),  valorades  en  el  punt  P. 
Escriurem  кп(џ)  per  inclicar  la  curvatura  normal  en  la  clireccio  w.  Tindrem 


кп(џ ) 


1 

I(w,  w) 


II (w,  w) 


e  +  2 [џ  +  дџ2 
E  +  2F  џ  +  Сџ2 


(8.5) 


Recordem  que  aquesta  expressio  inclou 


kn(oo)  = 

Observem  cle  passada.  que  aquesta,  formula  (8.5)  ens  dona,  una  demostraeio 
immediata  de  que  en  els  punts  umbilicals  la  curvatura  normal  es  igual  en  totes 
les  clireccions. 
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Per  estudiar  els  maxims  i  mmims  de  у  =  кп(џ)  igualem  a  zero  la  seva 
derivada  respecte  џ  i  obtenim 

(Fg  -  јС)џ2  +  (Eg  -  еС)џ  +  (Ef  -  eF)  =  0. 

que  es  exactament  la  formula  (6.15),  pagina  148,  que  caracteritza  les  direc- 
cions  principals,  amb  Л  =  1. 

Per  tant,  ipu  +  џ(Џу,  amb  џ  solucio  de  l’equaci6  anterior,  es  la  direccio  en 
la  que  la  curvatura  normal  agafa  un  maxim  o  un  nnnim,  i  coincideix  amb  la 
direccio  propia  de  l’endomorfisme  de  Weingarten. 

Encara  altres  maneres  de  pensar  el  teorema 
d’Olinde 

Teorema  de  Rodrigues  a  partir  del  Full  XV 

Е1  contingut  d’aquesta  seccio  no  es  troba  ni  a  Monge  ni  a  Rodrigues,  que 
jo  sapiga.  Nornes  es  un  exercici  per  veure  com,  a  partir  dels  coneixements 
de  Monge,  es  pot  demostrar  facilmcnt  el  conegut  com  teorema  d’Olinde  Ro- 
drigues.  De  fet,  nomes  dibuixant  un  triangle  es  te  el  resultat  (vegeu  pagina 
209.) 

Teorema  8.3.3  (Rodrigues)  La  derivada  de  la  normal  en  la  direccio  d’una 
linia  de  curvatura  te  la  direccić  de  la  tangent  a  aquesta  Unia.  I  el  seu  m.odul 
es  la  curvatura. 

Primera  demostracio.  Fixem  un  punt  P  de  la  superffcie  i  suposem  com  abans 
que  P  =  (0, 0,  0)  i  que  la  normal  N  a  la  superffcie  en  P  es  N  =  (0,  0, 1).  La 
superffcie  es  la  grafica  d’una  certa  funcio  z  =  z(x,y). 

Considerem  la  corba  sobre  la  superffcie 

j(x)  =  (х,  тх,  z(x,  тх)) 

on  m  es  el  pendent  de  la  lfnia  de  curvatura,  que  Monge  acaba  de  caraeteritzar 
per  l’equacio 


s  +  tm 

m  = - 

r  +  sm 

on  r,s,t  son  les  derivades  segones  de  z  en  (0,0)84.  Observem  q(0)  =  P. 


84Podem  reemplagar  7  per  qualsevol  corba  del  tipus  (х,  y(x),  z(x,  y(x)))  amb  y'( 0)  =  m. 
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Tal  com  fa  Monge,  ta- 
llem  la  recta  normal  a  la 
superffcie  per  ^(х)  amb  el 
pla  у  —  0;  diem  0(x)  a 
aquest  punt.  Sabem,  pels 
calculs  anteriors  de  Monge, 
que  quan  х  tendeix  a  ze- 
to  О(х)  tendeix  a  O  = 
(0,  0,  —R),  on  R  es  el  radi  de 
curvatura  principal.  Recor- 
dem  que 


r  +  sm 


Figura  8.1:  Centre  de  curvatura. 


Obtenim 

О(х) 

amb  г  =  z(x,  тх),  p  =  p(x) 
l’Hopital  tenim 


pm  m 

=  (х  —  х — ,  0,  z  +  х — ) 
q  q 

Qz 

=  —(x,mx)  i  q  =  q(x)  = 

С/Х 


mp 

lim -  =  1, 

ж-5>о  q 

lim  —  =  ±R, 

x->o  q 


—  (x,mx).  Aplicant 
ду 


de  manera  que  (suposem  la  superffcie  per  sota  el  pla  tangent  i  per  aixo  elegirn 
cl  signe  menys) 

lim  0(x)  =  (0,  0,  —R). 

X— 5-0 


Observem  que  tenim 


RN  =  OP, 
0(x)^(x)  =  Л  (x)N(x), 


on  N(x)  es  el  vector  normal  a  la  superffcie  en  el  punt  q(x). 
Observem  que 

X(x)  =  ■  у/1  ±p2±q2. 
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En  particular  A(0)  =  R,  i  denotant  k{x)  =  1/\{х)  tenim 


N{x)  —  N  =  к{х)0{х)ч{х)  —  N 

+ 


=  k{x)0{x)P  +  k{x)P^{x)  —  N. 
Derivant  respecte  х  en  х  =  0  tenim 


N'{0)  =  k'{0)Op  +  k{0)-~  0{x)P  +  k{0)-~  P^{x). 

dt  t= o  dt  t= o 

Pero  la  suma  dels  dos  primers  termes  de  la  dreta  es  zero,  de  manera  que 

N'{  0)  =  *(0)f  (0), 


com  voliem  demostrar. 
Per  veure  que 


Р{0)ОР  +  k{0)N-  0{x)P  =  0, 

dtt= o 


observem  que 
i  per  tant 


prn  , 


тх s 


0{x)P  =  (ж(1 - ),  0,  г  + - ), 

q  q 


d 


d.  ,тх. 


-  0(x)P  —  (0,0,  —  (— )), 

dt  t=o  dt  t= o  Q 


l  que 


k'{0)Op  =  k'{0)R{0,  0, 1)  =  (0,  o,  -лШј)  =  (0, 0, 


pero  es  clar  que 


per  tant 


dtt= o  q 


k'{0)()P  +  k{0)^~  0{x)P  =  0. 

dtt= o 


Segona  demostracio.  Sigui  f3{t)  una  corba  tal  que  /3(0)  =  (0, 0,  —  R), 
13' {0)  =  (0,  0, 1)  i  tal  que  les  rectes  tangents  tallin  la  superffcie  ortogonalment. 
Aquesta  /3  existeix  pel  teorema  7.3.1.  R  es  cl  radi  principal  de  curvatura  de 
la  superficie  a  l’origen.  Sigui  a{t)  =  (3{t )  +  \{t)(3'{t)  amb  \{t)  elegida  de  tal 
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manera  que  a(t)  sigui  una  corba  sobre  la  superficie.  Sera  linia  de  curvatura. 
Observem  A(0)  =  R.  Llavors 

a'(t)  =  /3'(t)  +  \'(t)p'(t)  +  \(t)p"(t). 

Multiplicant  pel  normal  N(t)  =  f3'(t)  a  la  superficie  en  cada  punt  a(t)  obte- 
nim 

0  =  1  ±  A;, 

i,  en  particular  A (t)(3"(t)  =  a'(t),  es  a  dir 

N\t)  = 

que  en  t  =  0  dona 

N’  =  ka'(  0), 

on  k  =  1/ R  es  la  curvatura  principal. 

Tercera  demostracio. 

Apliquem  Tales  al  tri- 
angle  infinitesimal  isosceles 
amb  dos  anglcs  rectes  de  la 
figura,  OP  =  R. 

L’exercici  8.6.3  demostra 
que  aquesta  equacio  de  segon 
grau  (quan  Fg  —  fG  ^  0)  te 
dues  solucions  reals  difcrents  (vegeu  tarnbe  el  peu  de  pagina  62,  pagina  149). 
La  funcio  te,  doncs,  un  maxim  i  un  пЕ®ша  (falef  Gifkiftgmnilh.  nornes 

un  maxim  (llavors  cl  valor  asimptotic  g/G  es  un  valor  nunim),  o  un  nunim 
(llavors  el  valo  r  asimptotic  g/G  es  un  valor  maxim).  Recordem  que  el  valor 
asimptotic  s’assoleix  quan  A  =  ±cx),  es  a  dir,  en  la  direccio  tpv. 

8.4  Indicatriu  de  Dupin 

Е1  conjunt  format  per  les  dues  coniques  de  TPS  que  respecte  de  la  base 
ortonormal  de  vectors  propis  ei,e2  de  l’endomorfisme  de  Weingarten  tenen 
equacions 


к\х 2  ±  к2у 2  =  ±1, 
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on  k\ ,  к‘2  son  les  curvatures  principals,  es  diu  Indicatriu  de  Dupin. 

Si  к\  >  0  i  к2  >  0  la  conica  k\x 2  +  к2у2  =  —  1,  es  buida  i  la  conica 
к\Х2  +  к2у2  =  1,  es  una  el-lipse.  Е1  punt  de  tall  d’aquesta  el-lipse  amb  una 
recta  arbitraria  per  l’origen  у  =  (tan  a)x  es  el  punt 


on  кп(а)  =  A;i  cos2  a  +  к2  sin2  a  es  la  curvatura  nornml  en  la  direccio  del 
vector  w  =  cosaei  +  sin  a.e2.  Per  ser  k\  >  0  i  к2  >  0  tambe  tenim  кп  >  0. 


к\  X2  +  к2  у2  =  1 


Si  к\  <  0  i  к2  <  0  la  conica  к\Х2  +  к2у2  =  1,  es  buida  i  la  conica 
к\х2  +  к2у 2  =  —1,  es  una  el-lipse  i  estem  en  el  cas  anterior. 

Si  к\к2  <  0,  la  indicatriu  de  Dupin  son  les  dues  hiperboles  к\х2  +  к2у 2  = 
±1,  d’ashnptotes 

х. 


Е1  pendent  d’aquestes  dues  rectes 

m  =  tan  a  =  ± 

esta  caracteritzat  per  complir 

к\  cos2  a  +  к2  sin2  a  =  0 

es  a  dir,  la  curvatura  normal  en  la  direccio  de  les  asimptotes  es  zero. 
Aixo  justifica  la  definicio  segiient. 


Geometrm  Diferencial  Classica 


211 


Definicio  8.4.1  Direm  que  un  vector  X  6  TpS  es  direccio  asimptdtica  si 

II(X ,  X )  =  0. 

Per  tant,  les  direccions  asimptotiques  son  aquellcs  direccions  respecte  de  les 
quals  la  curvatura  normal  es  zero. 

Si  treballem  en  coordenades  i  X  =  \<pu  +  pupv  llavors  X  es  direccio 
asimptotica  si  i  nomes  si 

(  Л  џ  )  Г  ®  ^  )  (  џ  )  =  Л2е  +  2 \pf  +  џ2д  =  0.  (8.6) 


Si  tallem  cadascuna  de  les  hiperboles  k\  cos°  +k2  sin2  a  =  ±1  amb  una 
recta  arbitraria  per  l’origen  у  =  (tana)a;,  diferent  de  les  asnnptotes,  obtenim 
el  punt 


P  = 


cosa 


a/| kn(a)\  ’  \J\kn(a)\ 


sin  a), 


ben  entes  que  si  kn(a)  >  0  la  recta  talla  крх2  +  к^у2  =  1  i  si  kn(a)  <  0  la 
recta  talla  к^х2  +  k2y2  =  —  1. 

Observem  que  la  condicio  kn(a)  >  0  es  dćna  quan 


k\  >  0,  |tano;|  <  \] —k\jk2 
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o  be  quan 

k\  <  0,  |tana|  >  \Ј—к\/к-2. 
I,  per  tant,  la  conclicio  kn(a )  <  0  es  dona  quan 

k\  >  0,  |  tano;|  >  \J— ki/k2 


o  be  quan 

k\  <  0,  |tana|  <  J— k\/k2. 

Observem  que  per  ser  kn(a )  una  funcio  continua  i  periodica  de  a  que  te 
un  maxim  positiu  (per  exemple  k\)  i  un  nnnim  negatiu  {k 2 )  aquesta  funcio 
ha  d’anul  larse  en  almenys  dos  punts. 

Observem  que  com  que  els  pendents  de  les  dues  direccions  asimptotiques 
son  oposades  les  direccions  propies  (ei),  (e2)  son  bisectrius  dels  angles  formats 
per  les  asimptotes. 

Lmies  asimptotiques 

Definicio  8.4.2  Sigui  q(s)  una  corba  continguda  en  una  superficie  S  Direm 
que  7  es  linia  asimptotica  si  УЈ)  es,  per  tot  s,  direccio  asimptotica. 

Per  trobar  l’equacio  diferencial  de  les  lfnies  asimptotiques  nornes  hem 
d’aplicar  la  formula  (8.6)  al  vector  tangent  q'(s)  =  u'ipu  +  v'(pv  i  tenim 

e(u(s),  v(s))u'(s)2  +  2 f(u(s),v(s))u'(s)v'(s)  +  g(u(s),v(s))v'(s)2  =  0, 

que  escriurem  simplcment  com 

eu'2  +  2  fu'v'  +  gv' 2  =  0. 

En  particular  la  curvatura  normal  es  zero,  per  tant  o  be  k  =  0  o  be 
(N,  v)  =  0,  es  a  dir,  que  si  tenirn  una  corba  asimptotica  amb  k  ф  0  la  normal 
principal  i  la  normal  a  la  superficie  son  ortogonals.  Equivalentnment,  el  pla 
tangent  a  la  superficie  coincideix  amb  el  pla  osculador  de  la  corba. 

Proposicio  8.4.3  Suposem  que  sobre  una  superficie  tenim  dues  corbes  7  i 
7  que  passen  per  un  mateiz  punt  P  amb  la  mateixa  recta  tangent.  Si  la 
direccio  tangent  no  es  asimptotica,  les  dues  normals  principals  estan  en  el 
mateix  semiespai  respecte  del  pla  tangent  a  la  superficie  en  P. 
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Demostracio.  Pel  Teorema  de  Meusnier  les  curvatures  normals  de  7  i  7  en  el 
punt  P  coincidebcen,  i  tindrem 

k(N,  v)  =  k(N,  v) 

011  k,  N,  k,  N  son  respectivament  la  curvatura  i  la  normal  principal  de  7  i  7 
en  P,  i  v  =  J\f(P)  el  vector  normal  a  la  superficie  en  aqnest  punt. 

Com  la  direccio  110  es  asimptotica  els  dos  termes  d’aqnesta  igualtat  son 
diferents  de  zero.  Com  k  i  k  son  positives,  (N,  v)  i  (N,  v)  han  de  tenir  el 
mateix  signe.  Aixo  acaba  la  demostracio.  □ 

En  cl  segiient  exercici  donem  dues  corbes  sobre  una  superficie  amb  la 
matebca  recta  tangent  en  un  punt  i  normals  principals  oposades. 

Exercici  8.4.4  Estudieu,  en  el  punt  P  =  (1,0,0),  les  tangents  i  les  nor- 
mals  principals  de  les  dues  corbes  de  Vhelicoide  p>(u,v)  =  (v  cos  u,  v  sin  u,  u) 
donades  per  q(f)  =  (cos  t,  sinč,  t)  i  /3(s)  =  ((|s2  +  1)  coss,  (|s2  +  1)  cos  s,  s). 

Proposicio  8.4.5  Si  dues  corbes  sobre  S  tenen  en  un  punt  P  la  mateixa 
recta  tangent  i  el  mateix  pla  osculador,  i  la  direccio  comuna  en  P  no  es 
asimptdtica,  tenen  la  mateixa  curvatura  en  P . 

Demostracio.  Quan  parlem  de  pla  osculador  en  un  punt  d’una  corba  supo- 
sem  implfcitament  que  la  curvatura  en  cl  punt  es  diferent  de  zero.  Per  la 
Proposicio  8.4.3,  i  tenir  aquestes  corbes  el  mateix  pla  osculador,  aquestes 
corbes  tenen  la  mateixa  normal  principal.  Per  tant,  igualant  les  curvatures 
normals  (Meusnicr),  tenim 

k(N,  v)  =  k(N,  v)  =  k(N,  v) 

on  v  =  N(P)  es  la  normal  a  la  superffcie  en  P,  k,N,  son  la  curvatura  i 
normal  principal  d’una  de  les  corbes  i  k,  N  la  curvatura  i  normal  principal 
de  l’altra.  Per  ser  la  direccio  tangent  110  asimptotica  (N,  v)  ф  0,  i  per  tant, 
k  =  k.  □ 

8.5  Interpretacio  geometrica  de  la  indicatriu 
de  Dupin 

Veurem  que  si  tallcm  la  superficie  per  un  pla  aff  paraMcl  al  pla  aff  tangent 
en  P  i  proxim  a  ell,  obtenim  una  corba  igual  a  la  indicatriu  de  Dupin  llevat 
de  termes  de  tercer  ordre. 
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Es  facil  veure,  simplcment  movent  rigidament  la  superficie,  que  ens  podem 
limitar  al  cas  en  que  la  superficie  S  es  la  grafica  d’una  funcio  z  =  h(x,y), 
amb  /i(0,0)  =  0,  es  a  clir  que  el  punt  P  =  (0,0,0)  G  S,  i  tal  que  TP($)  es 
cl  pla  z  =  0  de  №3.  A  mes,  girant  la  superficie  anterior  al  voltant  de  l’eix 
de  les  z's  podem  fer  coincidir  les  clireccions  principals  amb  les  direccions  de 
l’eix  de  les  х'  i  de  l’eix  de  les  у' s  respectivament.  Aixo  es  pot  fer  perque  lcs 
direccions  principals  sćn  ortogonals. 

Per  fixar  iclees  suposarem  que  hem  fet  coinciclir  cl  vector  propi  de  valor 
propi  ki,  ei,  amb  (1, 0,  0)  i  cl  vector  propi  de  valor  propi  k2,  e2,  amb  (0, 1,  0). 

Ara  prenem  com  carta  local  <p(x,y)  =  (х,  у,  z(x,  у)).  Les  formules  de 
Гехегскп  6.8.3  ens  diuen  que  hx( 0,  0)  =  hy( 0,  0)  =  0  ja  que  la  normal  unitaria 
a  l’origen  ha  de  ser  (0,0,1).  En  particular  <^ж(0,0)  =  (1,0,0)  i  y^(0,0)  = 
(0, 1,  0),  i  aquestes  son  les  direccions  principals. 

Com  la  primera  forrna  fonamental  a  l’origen  es  la  iclentitat,  tant  la  se- 
gona  forrna  fonamental  com  l’endomorfisme  de  Weingarten  a  l’origen  tenen, 
respecte  la  base  (<px,  <ру),  matriu 


11'/,  =  II p  = 


hxx( 0,0)  hxy( 0,0)  \ 
hxy( 0,0)  hyy( 0,0)  J' 


Pero  com  WP  diagonalitza  en  la  base  de  vectors  propis  ha  de  ser  hxy( 0,  0)  = 
0,  hxx( 0,0)  =  ki,  hyy( 0,0)  =  k2. 

Si  ara  tallem  S  amb  el  pla  z  =  e  obtenim  el  conjunt 


T>  =  {(x,  у,  e)  e  №3;  h(x,  у)  =  e}. 


Si  desenvolupem  h(x,  у)  per  Taylor  a  l’origen  tenim 

h(x ,  у)  =  hixx( 0,  0)ж2  +  hxy( 0,  0 )xy  +  \hyy( 0,  0 )y2  +  R 


amb85 


Г)  Г)  - 

(x,y)^(0,0)  X 2  +  у2 

Pero,  pel  que  hem  comentat  abans,  tenim 

h(x,  У )  =  \kW2  +  \k2y 2  +  R 

85Es  diu  que  la  superffcie  <p(x,y)  =  (x,y,  \hxx( 0, 0)ж2  +  hxy(0, 0)xy  +  \hyv(0,0)y2)  es 
una  aproximacio  de  segon  ordre  de  la  superficie  donada. 
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Per  tant, 


V  =  {(ж,  у,  e)  G  №3;  к^х2  +  k2y 2  +  2i?  =  2e}. 

Aixf,  llevat  de  termes  d’ordre  3 

V  ~  {(ж,  у,  e)  G  №3;  Aqa;2  +  k2y2  =  2e}. 

I  aquesta  conica  del  pla  z  =  e  es  homotetica  per  la  homotecia 

х  =  жл/2е 
у  =  ј/л/Ге 

a  la  indicatriu  de  Dupin  /ciž2  +  к2у2  =  1. 

Comentem  finalment  que  aquests  comentaris  nomes  tenen  sentit  en  punts 
on  almenys  una  de  les  dues  curvatures  principals  es  diferent  de  zero,  ja  que 
la  indicatriu  de  Dupin  no  esta  definida86  en  punts  on  k\  =  k2  =  0,  anomenats 
punts  plans. 

De  fet,  els  punts  es  poden  classificar  segons  que  la  indicatriu  de  Dupin 
sigui  una  el-lipse,  una  hiperbola,  dues  rectes  paral-leles  o  cl  conjunt  buit  de 
la  manera  segiient. 

Punts  el-liptics,  si  k\k2  >  0.  Eremple :  el  punt  (0,0,0)  de  (p(x,y)  = 
(х,  у,  х2  +  2 у2)  on  tant  com  k2  son  positius,  o  ср(х,  у)  =  (х,  у,  —х2  — 
2 у2)  on  tant  к\  com  к2  son  negatius 

Punts  hiperbolics,  si  k\k2  <  0.  Eremple:  el  punt  (0,  0,  0)  de  (p(x,  у)  = 
(x,y,x2  —  2 у2).  Si  tallem  la  superficie  amb  el  pla  z  =  e  obtenim  х2  — 
2 у2  =  e  i  la  indicatriu  de  Dupin  es  2x2  —  Ау2  =  1. 

Punts  parabolics,  si  k\k2  =  0  amb  k\  o  к2  diferent  de  zero.  Exemple: 
cl  punt  (0,  0, 0)  de  ip(x,  у)  =  (х,  у,  х2).  Si  tallem  la  superficie  amb  el  pla 
z  =  e  obtenim  les  rectes  (e,  у,  e)  i  (— e,  у,  e)  (es  a  dir,  les  rectes  х  =  ±e 
del  pla  z  =  e),  i  la  indicatriu  de  Dupin  esi  =  ±-^. 

Punts  plans,  si  k\  =  k2  =  0.  Eremple:  el  punt  (0,0,0)  de  ip(x,y)  = 
(x,y,x3)  (o  qualsevol  punt  d’un  pla,  obviament).  O  la  cadira  de  rnico: 
ip(x,y)  =  (x,y,x3  —  3 ху2).  La  tercera  component  es  la  part  real  de 
(х  +  гу)3.  La  indicatriu  de  Dupin  no  dona  informacio. 


86Podem  pensar  que  en  punts  plans  la  indicatriu  de  Dupin  es  el  conjunt  buit,  ja  que 
tindria  equacio  0  =  ±1,  регб  aixo  no  vol  dir  que  en  tallar  la  superficie  per  un  pla  paral-lel  i 
proxim  al  pla  tangent  obtinguem  el  conjunt  buit,  com  es  veu  considerant  la  sella  de  mico. 
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8.6  Exercicis 


Exercici  8.6.1  Doneu  una  formula  per  al  calcul  de  les  curvatures  normal  i 
geodesica  per  a  corbes  no  parametritzades  per  l’arc. 

Solucio.  Donada  una  corba  7 (t)  considerem  una  reparametritzacio  seva  per 
Гагс.  Es  a  dir,  denotem  per  s  el  parametre  arc  de  7 (t),  determinat  llevat  de 
signe  i  translacio,  i  definim  7(5)  =  7 (t(s))  on  t  =  t(s)  es  cl  difeomorfisme  que 
ens  relaciona  aquests  dos  parametres.  Per  definicio,  la  curvatura  geodesica 
de  7 (t)  en  cl  punt  de  parametre  t  es  la  curvatura  geodesica  de  7(s)  en  cl  punt 
de  parametre  s  =  s(t).  Abu  doncs 


ds 2 

Denotem  v  =  v(s)  =  J\f(^/(s))  =  Af(^(t)). 
Per  la  regla  de  la  cadena87 


ds2 


kn(t)  =  ( 


d2l  (t(s)) 
ds2 


Observem  com  aquesta  formula  posa  de  manifest  un  resultat  que  ja  sabfem: 
si  canviem  s  per  —  s  la  curvatura  normal  110  varia. 

Estudiem  ara  la  curvatura  geodesica. 


kg(t)  =  kg(s) 


d2l(s) 
ds 2 


,z/(s)  Л 


dq(s)_ 
ds  1 


ds2  ds 


87Escriurem  f^”/(t(s))  =  ^ (t(s))  •  =  fff  •  t' .  ja  que  t  =  t(s)  i  se  sobreenten  que  la 

derivada  de  7  respecte  t  es  una  funcio  de  t. 
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Per  la  regla  de  la  cadena 


,  ..  ,d2^(t(s))  Ghdtfs)).  ,  d  ,о?7  d'f  ,. 

=  Ч^л^>  =  <љ<ж'^лж'г> 

=  <^  +  +  .«'>л  +  .о 

'  dt 2  dt  dt 


=  t 


*’dti  VA. 

dt2  dt 


Observem  com  aquesta  formula  posa  de  manifest  un  resultat  que  ja  sabfem: 
si  canviem  s  per  —  s  la  curvatura  geodesica  canvia  de  signe. 

Resumint,  si  q(f)  no  esta  necessariament  parametritzada  per  l’arc,  i  de- 
notern  t'  =  dt/ds,  on  s  es  el  parametre  arc 


Recordem  que 


k  -t'4d-t  i/  л  —L\ 

9~  {dt 2’  dt’ 


t'  = 


l 

¥mi 


Exercici  8.6.2  Demostreu  que 

(x-z)2  >  4(x  -  y)(y  -  z),  x,y,zeR, 
amb  igualtat  si  i  nomes  si  х  +  z  =  2y. 

Solucio.  Sumem  i  restem  у  i  tenim 

(x-z)2  =  (x-y  +  y-z)2  =  (x-y)2  +  (y-z)2  +  2(x-y)(y-z) 
=  (х  -  у)2  +  (y-  z)2  -  2(x  -y)(y-z)  +  4(ж  -y)(y-  z) 
=  (х-2 y  +  z)2  +  4(x  -y)(y-z)>  4(x  -y)(y-  z). 

Clarament,  si  х  +  z  =  2y  tcnim  igualtat. 


Exercici  8.6.3  Demostreu  que  entre  els  coeftcients  de  la  primera  i  segona 
formes  fonamentals  hi  ha  la  relacio 

(Eg-eG)2>4(Fg-fG)(Ef-eF). 

amb  igualtat  si  nomes  si  estem  en  un  punt  umbilical. 
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Solucio.  Si  F  =  0  cl  terme  de  la  dreta  es  negatiu  o  zero,  ja  que  E  i  G  son 
estrictament  positius,  i  la  desigualtat  es  certa.  A  mes  la  igualtat  es  donaria 
si  i  nornes  si  /  =  0  i  Ед  =  eG,  que  implica  que  estem  en  un  punt  umbilical. 
Si  F  ^  0  denotem 

e  /  .  д 

E=X ’  Е=У ’  č=" 

i  apliquem  la  desigualtat  de  l’exercici  anterior.  Tenim 

(9  e  \2  v.  a(  9  f  \/  f  e  \ 


' S _ _)2  >  л(А  _  2_j (l _ 

KG  E’  ~  yG  F,yF  E' 


que  simplificant  queda 


(дЕ  -  eG)2  >  4 —(Fg  -  fG){Ef  -  eF). 

Com  que  cl  determinant  de  la  primera  forma  fonamental  es  estrictament 
positiu,  tenim  EG  >  F 2  i  per  tant,  tant  si  el  producte  (Fg  —  fG)(Ef  —  eF) 
es  estrictament  positiu  com  estrictament  negatiu,  es  compleix  que 

(Eg  -  eG)2  >  A(Fg  -  fG)(Ef  -  eF). 

Per  tant,  la  igualtat  nornes  es  pot  donar  quan  (Fg  —  fG)(Ef  —  eF)  =  0  i 
Eg  —  eG  =  0,  que  implica  que  estem  en  un  punt  umbilical.  □ 

Exercici  8.6.4  Determineu  les  linies  asimptdtiques  i  les  Imies  de  curvatura 
de  Vhelicoide  (p(u,v)  =  (vcosu,vsinu,cu)  i  comproveu  que  la  seva  curvatura 
mitjana  es  zero. 

Solucio.  Calculem  ГарИсаскЈ  de  Weingarten. 

( pu  =  (— vsmu,  vcosu,  c) 
tpv  =  (cos  u,  sin  u,  0) 

v  =  .  :  (  c  sin  u,  c  cos  u,  v) 

puu  =  (— v  cosu,  —  usinu,  0) 

( puv  =  (— sinu,  cosu,  0) 

Pvv  =  (o,  o,  o) 


=  ipuu  ■  V  =  0 
^puv  V 

V 

tpvv  Џ  0 


1 Ć2  +  V2 
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Per  tant 
W  =  Г1П  = 


v2+c2  п 

0  1 


a/c2  +  V 2 


0  c 
c  0 


\Jc2  +  n2 


Com  la  traga  es  zero  la  curvatura  mitjana  es  zero. 
L’equacio  de  les  lmies  de  curvatura  es 


v'2 

v2  +  c2 

0 


-u'v'  u'2 


0 


1 

0 


0 


V2+C2 

c  0 


Vc2+v2 

Resolent  l’equacio  diferencial 


(u'2(v2  +  c2)  -  г/2)  =  0. 


Vv2  + 


=  u 


que  es  de  variables  separables88,  i  per  tant  nomes  ens  cal  integrar  als  dos 
costats  de  la  igualtat 

dv 

.  :  =  dU , 

\J  V2  +  c2 

obtenim  v  =  ±csinh(it  +  k),  on  k  es  una  constant  arbitraria. 

Es  facil  comprovar  que  aquestes  direccions  son  ortogonals  ja  qne 


(  1  —ccosh(u  +  k)  ) 


v2  +  c2  0 


ccosh(u  +  k) 


=  0. 


Per  calcnlar  les  linies  asimptotiques  resolem  l’equacio 

(  )  (  C  S  )  (  )  =  2cM  =  °- 

Per  tant,  les  Hnies  asimptotiques  son  les  Knies  coordenades,  u  =  constant 
i  v  =  constant. 

88Aquests  tipus  d’equacions  diferencials  tambe  es  poden  integrar  pensant  v  =  v(u),  de 
manera  que,  per  la  regla  de  la  cadena,  l’equacio  diferencial  ara  s’escriu 


Vv2  +  c2 


on  v'  =  dv/du. 
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Exercici  8.6.5  Demostreu  que  quatre  Unies  asimptdtiques  qualssevol  d’una 
superficie  reglada,  diferents  de  les  generatrius,  tallen  aquestes  en  quatre  punts 
que  tenen  sempre  la  mateixa  rao  doble. 

Solucio.  L’equacio  diferencial  de  les  linies  asimptotiques  de  la  superffcie 
reglada 

<p(s,t)  =  7  (s)  +  tv(s) 

GS 

es' 2  +  2  fs't'  +  gt'2  =  0 

pero  com  sabem  que  g  =  0,  Proposicio  7.1.2,  aquesta  equacio  es  redueix  a 

es’  +  2  ft'  =  0 


que  es  pot  escriure  com 

^  =  -  —  =  A(s)  +  B(s)t  +  C(s)t2 
ds  e 


ja  que 


e 

/ 


(' Y'(s )  +  tv" ,  ('у'  +  tv)  Л  v)  ■ 


( v' ,  77  Л  v) 


1 

||  (7'  +  tv)  Л  v 


1 

||  (7'  +  tv)  Л  v 


1  aixo  es  una  equacio  de  Ricatti,  que  as  everybody  knows,  compleix  que  tres 
solucions  et  donen  la  quarta  imposant 


t(s)  -  h (s) 
t(s)  t2(s) 


ts(s) 

ts(s) 


ti(s) 

t2(s) 


=  constant. 


Com  t(s)  representa  la  distancia  sobre  la  generatriu  hem  acabat. 


Exercici  8.6.6  Sigui89  7(5)  una  corba  sobre  una  superficie  S.  Demostreu 
que  la  curvatura  normal  de  la  corba  7 (s)  en  P  =  7(0)  coincideix,  llevat  del 
signe,  amb  la  curvatura  en  P  de  la  corba  que  s’obte  en  projectar  ortogonal- 
ment  7(5)  sobre  el  pla  normal  generat  per  7/О/  es  a  dir,  el  pla  per  P  generat 
per  7/O)  i  Af(P),  la  normal  a  la  superficie  en  P. 


89Comentari  de  Didac  Violan. 


Capftol  9 
Envolvents 

9.1  Envolvent  d’una  familia  uniparametrica 
de  superficies 

Si90  per  cada  t  e  I,  /  obert  de  №,  tenim  una  superficie 

Ft(x,y,z )  =  0 

es  diu  que  tenim  una  famflia  uniparametrica  de  siiperffcies. 

Es  mes  comode  pensar  que  una  famflia  uniparametrica  de  superffcies  esta 
donada  per  una  equacio  que  involucra  una  funcio  de  4  variablcs 

F(x,y,z,t)  =  0. 

Si  fbtem  t,  tenim  una  superfi'cie,  i  la  famflia  uniparametrica  es  diferenciablc 
si  F  es  diferenciable  com  a  funcio  de  4  variables. 

Els  exemples  mes  tfpics  de  famflies  uniparametriques  de  superfi'cies  son 
les  fami'lies  uniparametriques  dels  plans  osculadors,  normals  o  rectificants, 
d’una  corba, 

Les  equacions  respectives  son 

B(s)-(X-  ф))  =  0 
T(S).(V-7(S))  =  0 
М(з)-(Х-ф))  =  0 

90Segueixo  [19]. 
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Ara  tallem  dues  superffcies  proximes  de  la  familia.  La  interseccio  sera 
una  corba  donada  per 


F(X,t)  —  0,  F(X,t  +  h)  =  0;  X  =  (x,y,z). 

Pero  clarament  la  solncio  d’aquestes  dues  equacions  es  solucio  tarnbe  de  lcs 
dues  equacions  segiients: 


F(X,t  +  h)-F(X,t)  Q 
h 

Per  tant,  quan  fem  tendir  h  a  zero,  veiem  que  la  corba 

F(X,t)  =  0,  дР(*Ј)  =0.  (9.2) 

es  una  corba  sobre  la  superficie  F( X,  t)  =  0  obtinguda  com  la,  posicio  lnnit 
dels  talls  amb  les  superffcies  proximes.  Aquesta  corba  es  diu  caractenstica  de 
la  superffcie  F(X,  t)  =  0  respecte  de  la  familia  uniparametrica  consiclerada. 

En  cls  exemples  d’envolvents  de  plans  considerats  mes  amunt,  cada  ca- 
racteristica  es  una  recta  en  el  pla  considerat. 

Observem  que  el  raonament  de  pas  al  lmiit  que  acabem  de  fer  pot  intro- 
duir  solucions  addicionals.  La  unica  cosa  que  hem  vist  es  que  si  denotem 
Ch  el  conjunt  de  punts  solucio  del  sistema  (9.1)  llavors  cl  conjunt  solucio  de 
(9.2)  conte  els  punts  dcl  conjunt  lim^oCt,  pero  pot  contenir  mes  punts  com 
es  veu  en  els  exemples  segiients. 


Nota  9.1.1  La  caracteristica  pot  no  existir.  Per  exemple,  si  considerem 
esferes  concentriques  de  racli  variable 

F(X,  t)  =  х2  +  у2  +  z2  -  t2  =  0 


llavors 


i  cl  sistema 


dF 

~dt 


=  2 1 


F(X,t)  =  0, 


д F(X,  t) 
dt 


2t  =  0 


te  com  unica  solucio  (0,  0,  0)  (no  es  una  corba  sobre  l’esfera  de  racli  t  de  la 
familia) . 
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Sembla  que  cl  motiu  es  que  les  superffcies  de  la  familia  inicial  eren  dis- 
juntes.  Perd  no.  Podern  considerar  la  famflia  de  ‘cilindres’  disjunts 


llavors 


i  el  sistema 


F(X,t)  =  (y-tf-z=0 


dF  ,  ,, 

m=-3{v-t] 

F(X,t)=  0,  9Р(Х’()  =-3(y-tf  =  0 


te  com  solncio  у  —  t,  z  —  0.  Es  a  dir,  la  caracterfstica  corresponent  a  la 
snperffcie  de  parametre  t  es  la  recta  у  =  t,  z  =  0. 


ic  ic  ic 


Defmicio  9.1.2  L  envolvent  de  1а  familia  uniparametrica  F(X,t)  =  0  es  la 
superficie  (cas  que  ho  sigui)  formada  per  la  unio  de  les  corbes  caracteristiques. 

Les  seves  eqnacions  son  doncs  les  matebces  eqnacions  9.2  al  considerar  t 
variable. 

Es  clar,  doncs,  qne  l  ’envolvent  d  una  familia  de  plans  es  una  superficie 
reglada. 

Ехегскп  9.1.3  Trobeu  Tenvolvent  de  la  familia  uniparametrica  d’esferes  de 
radi  constant  i  centre  sobre  una  recta. 

Solucio.  Snposem  qne  la  recta  es  l’eix  de  les  z's  i  sigui  r  cl  radi  constant 
d’aqnestes  esferes.  La  familia  uniparametrica  donada  es 

E(t)  :  х2  +  у2  +  (z  —  t)2  —  r 2  =  0. 

Derivant  respecte  t, 

-2  (z-t)  =  0, 

de  manera  qne  la  corba  caracterfstica  de  l’esfera  E(t)  es  la  corba  sobre  aqnesta 
esfera  amb  z  =  t.  Es  a  dir,  la  circumferencia 

х  +  у  —  r  =  0, 

del  pla  z  =  t.  La  nnio  de  dotes  aqnestes  circumferencies,  al  variar  t,  es  el 
cilindre 


2  I  2  2  _  г\ 

х  +  у  —  r  =  0. 
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*  *  * 

Observem  que  el  que  hem  fet,  i  que  sera  el  procediment  general,  es  elimi- 
nar  t  entre  les  equacions 


F(X,t)  =  0, 


д F(X,  t ) 
dt 


0. 


En  efecte,  si  som  capagos  d’ai'llar  t  en  aqnestes  dnes  equacions  tindrem 


t  =  f(X),t  =  g(X) 

i  la  corba  caracterfstica  Xt(s),  corresponent  al  parametre  t,  compleix  aqnestes 
dnes  equacions,  i  en  particular  f(Xt(s ))  =  g(Xt(s)).  Per  tant,  la  superffcie 
donada  per  l’eqnaci6  f(X)  =  g( X)  conte  totes  les  caracterfstiques,  i  es  de 
fet,  l’envolvent. 

Exercici  9.1.4  Estudieu  l’envolvent  de  la  familia  uniparametrica  de  plans 
que  contenen  una  recta  donada. 

Solucio.  Е1  feix  de  plans  que  contenen  l’eix  de  les  x's  es 


z  —  ty  =  0. 


Derivant  respecte  t  tenim 

У  =  o. 

Resolent  el  sistema  forrnat  per  aqnestes  dnes  equacions  obtcnim  у  =  z  =  0, 
es  a  dir,  qne  la  caracterfstica  de  z  —  ty  =  0  es  l’eix  de  les  х' s,  per  a  tot  t, 
de  manera  qne  la  unio  de  les  caracterfstiqnes  es  cl  propi  eix,  qne  no  es  una 
superffcie. 

★  *  * 

Е1  motiu  del  nom‘envolvent’  prove  del  resultat  segiient. 


Teorema  9.1.5  Sigui  E  l’envolvent  d’una  familia  uniparametrica  de  su- 
perficies.  Llavors  en  cada  punt  d’una  corba  caracteristica  els  plans  tangents 
de  E  i  de  la  superficie  on  esta  continguda  la  caracteristica  coincideixen. 

Demostracić.  Denotem  St  la  superffcie  F(x,y,z,t)  =  0.  La  normal  en  cada 
punt  de  St  te  la  direccio  del  gradient  de  Gt(x,y,z)  =  F(x,y,  z,t),  es  a  dir, 


grad  Gt  = 


д F  д F  dF 
дх’  д  у’  д  z 
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valorat  en  el  punt  (. x,y,z,t ),  es  normal  a  St. 

Sigui  < p(u,v )  una  carta  local  de  E.  Aixo  vol  dir  que  donats  u,v  tenim  un 
unic  punt  de  la  superficie  E,  justament  cl  punt  (p(u,v),  pel  qual  passa  una 
i  nomes  una  de  les  corbes  caracterfstiques  que  componen  E.  Aquesta  corba 
esta  continguda  en  una  de  les  superffcies  St  de  la  famflia  donada.  Resumint, 
els  valors  de  u,  v  ens  permeten  conebcer  t.  Escrivim  doncs  t  =  t(u,v).  Per 
tant,  l’equaci6  de  la  caracteristica  continguda  a  Sto  es 


t(u,v)  =  t0. 


Per  a  cada  valor  de  la.  funcio  t(u,v)  l’equacio  de  la  caracterfstica  contin- 
guda  a  St(u,v)  esta  donada  pcl  sistema  (9.2),  de  manera  que  tenim 


F(<p(u,v),t(u,v)) 


д  E(<p(u,v),t(u,v)) 
’  dt 


0. 


Derivant  respecte  u  la.  primera  equacio  i  utilitzant  la  segona  obtenim 


д F  dip1  dF  дср2  д F  д ip3  д F  dt 

дх  ди  ду  ди  дх  ди  д t  ди 

д F  д tp1  dF  д <р2  д F  др>3 

дх  ди  ду  ди  дх  ди 

=  (grad  GtM,^) 

=  0, 


(les  derivades  parcials  de  F  valorades  a  (ip(u,v),t(u,v))). 
дш 

Per  tant  —  es  tangent  a  St(UjV),  per  ser  ortogonal  al  seu  vector  normal 
grad  GtM. 

др 

Igualment,  derivant  respecte  v  obtindrfem  que  — —  es  tangent  a  Struv). 

dv 

Per  tan  els  plans  tangents  а  E  i  SpUtV)  en  cl  punt  tp(u,v)  coincidebcen,  com 
volfem  veure.  □ 


Eix  de  regressio 

Aixi  com  la  corba  caractenstica  sobre  cada  superffcie  de  la  fanulia  unipa- 
rametrica  es  troba  tallant  aquesta  superficie  amb  una  altra  de  la  famflia 
infinitament  proxima,  ara  podem  fer  cl  mateix  amb  les  caracterfstiques  i 
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determinar  un  punt  sobre  cada  caracteristica  obtingut  tallant  aquesta  ca- 
racteristica  amb  una  altra  infinitament  proxima.  Quan  aquest  conjunt  de 
punts,  un  a  cada  caracteristica,  formen  una  corba  que  no  es  redueix  a  un 
punt,  aquesta  corba  s’anomena  егх  de  regressio. 

Atencio  per  que  aquesta  corba  pot  no  existir,  o  tenir  mes  d’una  component 
соппеха,  com  es  veu  per  exemplc  en  l’exercici  9.2.3  o  es  pot  reduir  a  un  punt, 
com  es  veu  a  Гехегскп  9.2.1. 

Е1  mateix  raonament  que  hem  fet  per  trobar  les  equacions  de  les  carac- 
tensticjues  ens  diu  que  l’equacio  de  l’eix  de  regressio  es 

SF(X,t)  d2F(X,t) 

dt  ’  дР 

que  podem  escriure  simplement  com 

F  =  Ft  =  Ftt  =  0. 

Cadascun  dels  punts  solucio  de  l’anterior  sistema  es  diu  pwit  caracteristic 
de  la  superffcie  F(X,t)  =  0.  De  manera  que  l’eix  de  regressio  te  un  punt  de 
cada  corba  caracterfstica  de  la  fannlia.  Atencio,  doncs,  perque  no  tot  punt 
d’una  corba  caracteristica  es  un  punt  caracterfstic! 


Proposicio  9.1.6  Suposem  que  existeixi  Venvolvent  i  l’eix  de  regressio  R 
d  ’una  familia  uniparametrica  de  superficies.  Llavors  en  cada  punt  P  de  R  la 
tangent  a  R  i  la  tangent  a  la  caracteristica  per  P  coincideixen. 


Demostracio.  Sigui  q(s)  l’eix  de  regressio.  Suposem  P  =  7(0).  Com  per 
cada  s  tenirn  determinada  una  unica  t  tal  que  q(s)  pertany  a  la  superffcie 
F(X,t )  =  0,  podem  pensar  que  localment  tenim  t  =  t(s).  Observem  que  P 
pertany  a  la  superffcie  F(X,  t(0))  =  0. 

Tenim  doncs 


F(l(s),t(s))  =  0, 


dF(4(s),t(s)) 

dt 


d2F(^(s),t(s)) 
д  t2 


0, 


que  derivant  respecte  de  s  la  primera  i  usant  la  segona,  i  derivant  respecte 
de  s  la  segona  i  utilitzant  la  tercera,  ens  dona 

д  F  dri  д  F  dri2  д  F  dri  д  F  д t 
- !_  _| - !_  _| - !_  _| - 

дх  ds  ду  ds  дх  ds  д t  ds 

dF  d'j1  dF  d.'-f2  dF  dy3 


дх  ds  ду  ds  дх  ds 

0, 
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d2F  cFf]  d2F  d-f2  d2F  cFf:i  d2F  dt 
dtdx  ds  ”*”  dtdy  ds  ”*”  dtdx  ds  ”*”  д t2  ds 
d2F  d-f1  d2F  d-f2  d2F  cFf:i 
д tdx  ds  dtdy  ds  +  dtdx  ds 


Totes  aquestes  derivades  de  s  =  0,  es  a  dir,  en  el  punt  P. 
Aixi  doncs  els  vectors 

д  2F  д  2F  д  2F 


ĆLF  dF_  ĆLF 


Y  = 


д tdx ’  dtdy ’  д tdz ' 


on  aquestes  derivades  estan  avaluades  en  (7(0),  t(0)),  son  ortogonals  a  7'(0) 
i  per  tant  X  Л  Y  te  la  direccio  de  7'(0). 

Per  altra  banda,  sigui  <т(т)  la  caracteristica  corresponent  al  valor  t  =  t(0), 
es  a  dir,  continguda  a  F(X,  t(0))  =  0,  i  que  conte  doncs  el  punt  P.  Suposem 
P  =  (7(0). 

Tindrem 

dF(a(r),t(0)) 


F(cr(r),t(  0))  =  0, 
que  derivant  respecte  т  ens  dona 

<9 F  dcr1  д F  da2 


дх  dr 
д 2F  da1 


ду  dr 
d2F  da2 


д  t 

д  F  da 3 
dz  dr 

д 2F  da3 


=  0, 


=  0, 


=  0. 


дтдх  dr  дтду  d.r  drdz  dr 
Totes  les  derivades  en  т  =  0,  es  a  dir,  en  P. 

Amb  la  notaeio  introduida  mes  amunt  aquestes  igualtats  s’escriuen  com 

(Ać,  (/(0))  =  (Y,  сг^О))  =  0, 

i  per  tant  7^(0)  i  сг'(0)  tenen  la  mateixa  direccio.  □ 


Corol-lari  9.1.7  La  superfzcie  envolvent  d’una  familia  uniparametrica  de 
plans  es  desenvolupable. 

Demostracio.  La  caracteristica  sobre  cada  pla  de  la  familia  es  una  recta,  ja 
que  s’obte  tallant  amb  un  altre  pla  infinitament  proxim  i  la  interseccio  de 
plans  es  una  recta.  Per  la  proposicio  anterior  les  rectes  tangents  a  l’eix  de 
regressio  son  tangents,  i  per  tant  coincideixen,  amb  les  caracteristiques.  Com 
la  envolvent  es  la  unio  de  caracteristiques,  hem  acabat.  □. 
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Corol-lari  9.1.8  Una  superficie  sense  punts  planars  te  curvatura  de  Gauss 
zero  si  i  nomes  si  es  desenvolupable. 

Demostracio .91  Recordem  que  “desenvolupable”  vol  dir  reglada  amb  /С  =  0, 
Definicio  7.1.3,  pagina  169.  Suposem  doncs  que  tenim  una  superficie  S  amb 
/С  =  0. 

Per  la  formula  6.10,  pagina  143,  /С  =  0  si  i  nomes  si 

det(z/,  uu,  uv)  =  0. 

Per  que  aixo  passi  hi  ha  essencialment  dues  possibilitats. 

a)  uu  =  0  (o  uv  —  0).  En  aquest  cas  u  depen  nornes  d’un  parametre,  i 
la  superficie  es  l’envolvent  d’una  familia  uniparametrica  de  plans  (els  seus 
plans  tangents).  Pel  Corohlari  9.1.7  anterior,  S  es  desenvolupable. 

b)  Hi  ha  punts  de  la  superficie  on  uu  ^  0.  Si  aquesta  derivada  es  diferent 
de  zero  en  un  punt  es  diferent  de  zero  en  un  entorn.  Si  uv  =  0  en  aquest 
entorn  estem  en  el  cas  a).  Si  uv  ^  0  en  un  punt,  es  diferent  de  zero  en 
un  entorn.  En  aquest  entorn  obert  on  uu  i  uv  son  diferents  de  zero,  per  ser 
K  =  0,  ha  de  ser  uu  multiple  de  uv.  Suposem  uu  =  \uv,  per  a  una  certa 
funcio  Л.  Tenim 

/  =  (vu,<Pv)  =  4"v,<Pv)  =  A  д 
e  =  (uu,  Pu)  =  A(i/„,  pu)  =  \f  =  \2д 

Per  tant,  l’equacio  de  les  linies  asimptotiques  es  (suposem  д  ф  0  ja  que  en 
aquest  cas  estern  en  el  cas  a)) 

\2u'2  +  2\u'v'  +  v'2  =  (Л  u'  +  v')2  =  0 

equacio  diferencial  de  facil  solucio. 

Prenent  un  feix  de  lfnies  asimptotiques  com  les  hnies  у  =  constant  d’un 
nou  sistema  de  coordenades  (x,y)92  tindriem,e  =  0,  i,  com  ед  —  f~  =  0,  ha 
de  ser  /  =  0,  de  la  qual  cosa  es  despren  que  ux  es  ortogonal  a  фх  i  фу,  i  per 
tant  es  zero  i  estem  en  el  cas  anterior. 

□ 

91  [34],  La  hipotesis  dels  punts  planars  no  la  posa  Struik,  регб  es  necessaria,  hi  ha  el 
contraexemple  de  Heintze,  vegeu  +  Course  in  Dijferential  Geometry,  W.  Klingenberg, 
Springer  ,  1971. 

92Aixo  potser  no  podrern  fer-ho;  a  l’exemple  de  Heintze  Л  =  1  /и,  amb  u  £  K  de  rnanera 
que  va  a  infinit  en  el  u  =  0,  i  e  =  —h(u,  v),  д  =  f^h(u,  v)  per  a  una  certa  funcio  h  que 

s’anul-la  en  u  =  0.  La  solucio  d’aquesta  equacio  diferencial  es  v  =  —  ln(|u|)  cjue  tendeix  a 
infinit  cpian  u  s’acosta  a  zero. 
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9.2  Exercicis 


Exercici  9.2.1  Estudieu  l’envolvent  de  1а  /атта  uniparametrica 

sx  +  s2y  +  z  =  s 

i  observeu  que  l’eix  de  regressio  es  redueix  a  un  punt.  Proveu  que  es  desen- 
volupable. 


Exercici  9.2.2  Trobeu  Teix  de  regressio  i  les  caracteristiques  de  la  familia 
uniparametrica  de  plans  sx  +  s2y  +  s32  =  1  +  s.  Comproveu  que  Tenvolvent 
es  desenvolupable. 

Solucio.  Resolent  cl  sistema 


sx  +  s2y  +  s3z  =  1  +  s 
х  +  2  sy  +  3  s2z  =  1 
2  у  +  6  sz  =  0 


obtenim  que  l’eix  de  regressio  e s  (x(s),y(s),  z(s))  =  (1  +  3/s,  — 3/s2, 1/s3).  Е1 
seu  vector  tangent  a  a  qnesta  corba  en  cada  pnnt  es  multiple  de  (1,  —2/s,  1  / s2). 

Si  resolem  nornes  les  dues  primeres  equacions  anteriors  obtenim  la  corba 
caracteristica, 


,  2  s  +  v  n 

+  s  z,  ■ 


+  2  sz,z), 


s^  SA 

qne  es,  per  a  cada  s,  la  recta  de  vector  director  s2(l,  —2/s,  1  / s2)  el  qnal  te 
la  mateixa  direccio  que  la  caracteristica,  tal  com  firrna  la  Proposic-io  9.1.6. 


Exercici  9.2.3  (Superficie  canal)  Sigui  q(s)  una  corba  de  M3  i  conside- 
rem  la  familia  uniparametrica  d’esferes  de  radi  constant  r  i  centre  en  q(s). 
Trobeu  les  corbes  caracteristiques  i  Tenvolvent. 

Solucio.  L’equacio  d’aquestes  esferes  es 


F(X,  s )  =  ((X  -  7(s)),  (X  -  7 (s)))  -  r2  =  0,  X  =  (х,  у,  z). 


Per  tant 


K  =  -2<Т(о),  (X  -  tW))  =  0 


La  caracteristica  de  l’esfera  F(X,  s)  =  0  esta  formada  per  punts  X  tals  que 
X  —  q(s)  pertany  al  pla  normal  a  la  corba.  Coincideix,  de  fet,  amb  tot  cl 
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meridia  de  l’esfera  determinat  pel  pla  normal  a  la  corba.  Per  a  cada  s  fixada 
es  pot  parametritzar,  doncs,  com 

X  =  7 (s)  +  r  cos  t  ■  N(s)  +  r  sint  •  B(s). 

La  unio  de  tots  aquests  meridians  es  l’envolvent  d’aquesta  familia  d’esferes 
i  es  diu  superficie  canal. 

Es  pot  parametritzar,  doncs,  per 

<p(s,t)  =  q(s)  +  rcost  •  N(s)  +  rsinf  •  B(s).  (9.3) 

Per  trobar  l’eix  de  regressio  hcm  de  resoldre  els  sistema 

F  =  Ft  =  Ftt  =  0. 


La  derivada  segona  es 

^  =  =2 k(s)(N(s),  X  -  7(s))  +  2  =  0, 

equivalentment , 

(Х(8),х-ф))-р(8)  =  0. 

Pero  els  punts  X  que  complcixen  aquesta  equacio  i  tals  que  X  —  q(s)  pertany 
al  pla  normal,  constituebcen  justament  l’eix  polar  de  la  corba  en  el  punt  7(5), 
i  com  que  tambe  han  d’estar  sobre  l’esfera  resulta  que  l’cix  de  regressio  esta 
format  pels  punts  d’interseccio  de  cada  esfera  amb  l’eix  polar  de  la  corba  en 
el  punt  corresponent. 

Per  tant,  l’equacio  de  l’eix  de  regressio  es 

cr(s)  =  7 (s)  +  p(s)N(s)  +  л/г2  -  p(s)2B(s), 

i  tarnbe 

u(s)  =  7(s)  +  p(s)N(s)  -  \Jr2  -  p(s)2B(s). 

Te  dues  components  connexes.  Observeu  que  (u(s)  —  7(s),6t'(s))  =  0,  i 
(T (s) ,  cr' (s))  =  0,  es  a  dir,  a(s)  es  tangent  a  la  corba  caracteristica. 

Pero  queda  clar  que  si  p(s)  >  r  110  hi  ha  eix  de  regressio.  Si  p(s)  <  r, 
cada  esfera  te  dos  punts  caracteristics,  de  manera  que  l’eix  de  regressio  esta 
format  per  dues  corbes  que  coincideixen  quan  p(s)  =  r. 
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Exercici  9.2.4  Demostreu  que  ипа  de  les  curvatures  principals  d’una  su- 
perficie  canal  es  constant,  i  reciprocament,  si  una  superficie  te  una  curvatura 
principal  constant,  forma  part  d  ’una  superficie  canal. 

Solucio.  A  partir  de  la  parametritzacio  que  acabem  de  donar  d’una  superficie 
canal,  equacio  (9.3),  tenim 

(ps  A(pt  —  —r  sin  t  ■  B(s)  +  r  cos  tN(s ) 

de  manera  que  la  normal  a  la  superffcie  canal  es 

Л f(p(s,  t )  =  u(s,  t)  —  —  sin  t  ■  B(s)  —  costN(s). 

Si  restringim  la  normal  a  la  corba  s  =  constant  i  derivem,  tenim 

dv 

—  =  —  cos  t  ■  B(s)  +  sin  tN(s)  =  —  npt 

ic 

Exercici  9.2.5  (Superficie  polar)  Demostreu  que  la  superficie  reglada  for- 
mada  per  la  unio  dels  eixos  polars  d’una  corba  (superficie  polar)  es  l’envolvent 
dels  plans  normals.  L ’eix  de  regressio  d’aquesta  superficie  es  la  corba  formada 
pels  centres  de  les  esferes  osculatrius.  La  superficie  polar  es  la  desenvolupable 
tangencial  de  l’eix  de  regressić  i  per  tant,  es  desenvolupable. 

Solucio.  Sigui  q(s)  una  corba  regular  de  №3  parametritzada  per  Parc.  L’eix 
polar  en  el  punt  q(s)  es  la  recta  paral-lcla  a  la  binormal  en  aquest  punt  que 
passa  pel  centre  de  curvatura.  Concretament 

ps(t)  =  'f(s)  +  p(s)N(s)  +  tB(s),  teR. 
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on  p(s)  es  el  radi  de  curvatura.  Aixi.  la  superffcie  polar  es 
p(s,  t )  =  7(s)  +  p(s)N(s)  +  tB(s). 

Calculem  ara  la  envolvent  dels  plans  normals.  L’equacio  d’aquests  plans 
es 

(T(s),X-7(s))  =  0.  (9.4) 

Derivant  respecte  s, 


Es  a  dir, 


(k(s)N(s),  X  -  7(s))  +  (T(s),  - T(s ))  =  0 


(N(s),X  —  7(s))  —  p(s).  (9.5) 

Per  tant,  existeix  una  funcio  a(s)  tal  que 

X  -  j(s)  =  p(s)N(s)  +  a(s)B(s). 

Per  tota  funcio  a(s)  aquest  vector  X  —  q(s)  compleix  les  equacions  (9.4)  i 
(9.5),  i  es  doncs  la  corba  caracterfstica  per  al  parametre  s.  Aixi  la  superffcie 
envolvent,  unio  de  caracterfstiques,  es 

p(s,  t)  =  7 (s)  +  p(s)N(s)  +  tB(s), 

i  coincideix  amb  la  superficie  pola.r. 

Per  trobar  l’eix  de  regressio  hem  d’afegir  a  les  equacions  (9.4)  i  (9.5) 
l’equaci6  donada  per  la  derivada  segona: 

(~k(s)T(s)  -  r(s)B(s), X  -  7 (s))  =  p'(s), 


es  a  dir 

-t(s)(B(s),X  -j(s))  =p'(s). 

Per  tant,  l’eix  de  regressio  es 

x(s)  =  l(s)  +  p(s)N(s)  -  ^yB(s). 

Pero  hem  vist  a  la  Proposicio  3.10.7,  pagina.  64,  que  el  terme  de  la  dreta  es  el 
centre  de  l’esfera  osculatriu,  per  tant,  l’eix  de  regressio  es  la  corba  formada 
pels  centres  de  les  esferes  osculatrius. 
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La  tangent  a  l’eix  de  regressio  es  tangent  a  la  caracteristica  en  el  punt 
corresponent,  регб  com  en  cl  nostre  cas  les  caracteristiques  son  rectes,  ja 
que  la  familia  de  superffcies  que  estem  considerant  es  una  famflia  de  plans, 
aquestes  rectes  tangents  estan  contingudes  a  la  nostra  superffcie,  que  es  aixf 
la  desenvolupablc  tangencial  de  l’eix  de  regressio. 

De  fet,  es  facil  veure  directament  que  X'(s)  te  la  direccio  de  B(s )  i  que 
la  seva  desenvolupablc  tangencial  es  la  superficie  polar. 
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Capftol  10 
Teorema  egregi 

10.1  Seccio  12  del  Disquisitiones. 

Si93  observem  que  es  te  sempre 

dx2  +  dy2  +  dz 2  =  Edp2  +  2 Fdp  ■  dq  +  Gdq 2, 

es  veu  immediatament  que  \J Edp 2  +  2 Fdp  ■  dq  +  Gd,q2  es  l’expressio  general 
d’un  element  lineal,  sobre  una  superficie  corba.  Per  tant,  l’analisi  feta  a 
l’article  precedent  ens  ensenga  que  per  a  trobar  la  mesura  de  curvatura  no 
calen  formules  fmites  que  expressin  les  coordenades  х,  у,  z  com  a  funcions  de 
les  indeterminades  p,q,  sino  que  es  suficient  coneixer  l’expressio  general  de 
la  longitud  de  cada  element  lineal.  Procedim  a  algunes  aplicacions  d’aquest 
teorema  tan  important. 

Suposem.  que  la  nostra  superficie  es  pot  desenvolupar  sobre  una  altra  su- 
perficie,  corba  o  plana,  de  manera  que  a  cada  punt  de  la  primera  superficie, 
determinat  per  les  coordenades  х,  у,  z,  correspongui  un  punt  concret  de  la 
segona  superficie,  de  coordenades  x',y',z'.  Evidentment  x',y',z'  es  poden 
mirar  tambe  com  a  funcions  de  les  indeterminades  p,q,  i  per  tant  Pelement 
\J dx'2  +  dy'2  +  dz' 2  tindra  una  expressio  de  la  forma 

\J E'dp2  +  2 F'dp  ■  dq  +  G'dq 2  , 

on  E',F',G'  tambe  denoten  funcions  de  p,q.  Pero  per  la  mateixa  nocio 

93Traduccio  del  Disquistiones ,  vegeu  [30].  Les  primeres  linies  ja  les  hem  reproduit  en  el 
peu  de  pagina  37,  pagina  113. 
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de  desenvolupament  d’una  superficie  sobre  una  altra  es  c/ar94  que  els  ele- 
ments  que  es  corresponen  Гип  amb  l’altre  sobre  les  dues  superficies  son  ne- 
cessariament  iguals.  Per  tant,  tindrem  identicament 

E  =  E',  F  =  F',  G  =  G'. 

Aixi  la  formula  de  l  'article  precedent95  ens  porta  immediatament  a  l  'egregi 96 
Teorema.  Si  una  superficie  corba  es  desenvolupa  sobre  qualsevol  altra 
superficie,  la  rnesura  de  curvatura  en  punts  corresponents  no  canvia. 

Tambe  es  evident  que  qualsevol  part  finita  de  la  superffcie  mantindra 
la  mateixa  curvatura  integral  despres  de  ser  desenvolupada  sobre  una  altra 
superffcie. 

Un  cas  particular  al  qual  els  geometres  havien  restringit  la  seva  atencio 
fins  ara  es  el  de  les  superficies  desenvolupables  sobre  un  pla.  La  nostra  teoria 
mostra  directament  que  la  mesura  de  la  curvatura  en  cada  punt  d’aquestes 
superficies  es  =  0,  i  per  tant,  si  la  natura  d’aquestes  superficies  esta  definida 
d  'acord  amb  el  tercer  metode,  tindrem  en  cada  punt 

ddz  ddz  ddz 
dx2  dy2  v  dx  ■  dy 

un  criteri91  que,  encara  que  conegut  des  de  fa  un  temps,  no  ha  estat  demos- 
trat,  almengs  que  nosaltres  sapiguem,  amb  tan  rigor  com  es  desitjable. 

10.2  Е1  teorema  egregi  i  les  equacions  de  Codazzi- 
Mainardi 

Sigui  ( U ,  ip)  una  carta  local  d’una  superffcie  S. 

Escrivim  les  derivades  segones  de  ip  en  cl  punt  (и,  v )  respecte  de  la  base 
( pu[u ,  v),  p>v(u,  v),  u{u,  v),  on  V  =  J\f  O  ip. 

Tindrem  les  segiients  igualtats  de  funcions  vectorials  definides  a  U, 

Tuu  =  Tl^ipu  +  T2u(pv  +  еи 

Tuv  =  г\2р>и  +  r\2p>v  +  fv 

Tvv  =  Ul22ipu  +  T\2ipv  +  gv  (10.1) 

94Per  nosaltres  aixo  es  la  Proposicio  5.3.3,  pagina  124. 

95Es  refereix  a  la  formula  (10.4). 

96Il-lustre,  insigne. 

9‘  Observeu  que  esta  igualant  a  zero  el  detenninant  de  la  segona  forma  fonamental  d’una 
superficie  escrita  com  2  =  x{x,y),  hem  fet  els  calculs  a  la  pagina  150. 
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on  e,  /,  g  son  els  coeficients  de  la  segona  forma  fonamental. 

Tant  els  coeficients  Г+ ,  que  s’anomenen  simbols  de  Christoffel ,  com  lcs 
dernes  funcions  que  apareixen  a  la  igualtat  anterior  son,  doncs,  funcions  de 
u  i  v. 

Multiplicant  aquestes  equacions  per  <pu  i  ipv  i  resolent  els  sistemes  que  es 
van  obtenint  es  facil  obtenir  cl  valor  dels  simbols  de  Christoffcl.  Es  poden 
escriure  en  funcio  dels  coeficients  E,F,G  de  la  primera  forma  fonamental  i 
de  les  seves  derivades. 

Nornes  hcm  d’observar  que 

д 

2  {(Puu,  ^Pu) 

ди 

д 

Ev  7:  {tpU,  Pu)  2  {(Рии,Ри) 

dv 

д 

Fu  7;  {pU,Pv)  {Puu,Pv)  T  {pU,Puv) 

ди 

Per  tant, 

(' Puu ,  Pu) 

( Puu ,  Pv) 

Multiplicant  la  primera  de  lcs  equacions  (10.1)  prirner  per  ipu  i  despres 
per  ipv  obtenim 

Y  =  r\tE  +  r*nF 
=  rl.F  +  rJ.G 

Raonant  de  manera  semblant  amb  la  segona  i  tercera  equacio  de  (10.1) 
obtenim  els  sistemes 

Er 
2 

Gx 
~2 

=  rl2E  +  rl2F 

Y  =  Г22^  +  Г22^ 


=  t\2e  +  t\2f 
=  t\2f  +  t212g 


Ev 


p  Fv 

^U  Г) 


1 
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Resolent-los  obtenim  facilment 


GEU  —  2  FFU  +  FEV 
2 (EG  -  F2)  ’ 

GEV  -  FGU 
2  (EG-F2Y 
2 GFV  -  GGU  -  FGV 
2  (EG-F2)  ’ 


2  _  2 EFU  —  EEV  —  FEU 

11  =  2 (EG  -  F2)  ’ 

2  _  EGU  —  FEV 

12  ~  2(EG-F2)’ 

2  EGV  —  2FFV  +  FGU 
22  =  2  (EG-F2)  ‘ 


La  importancia  capital  d’aquestes  formules  rau  en  qne  ens  diuen  qne  els 
simbols  de  Chirstoffel  es  poden  calcular  coneixent  nomes  els  coeficients  de  la 
primera  forma  fonamental.  Es  cl  germen  del  teorema  egregi. 

Amb  notacio  propia  de  Geometria  Riemanniana  els  sfmbols  de  Christoffel 
s’escrinen  aixi: 


-pfc  _  ^  fM  ( д(Н  ,  &9гј  _  ддјј  \ 
lj  2  9  '  дхг  дхј  дхг ' 

on,  en  aquesta  notacio  l’mdex  r  suma  des  de  r  —  1  fins  a  2  (fins  a  п  en 
una  varietat  de  Riemann  arbitraria),  grs  es  la  primera  forma  fonamental  (en 
general,  la  metrica  de  Riemann)  i  grs  la  seva  inversa. 

En  cl  nostre  cas  doncs, 

.9  п  =  E,  ,9i2  =  F,  g22  =  G, 

11  _  G  12  _  ~E  22  _  E 

9  -  EG-F 2’  9  ~  EG  —  F2 ’  9  ~  EG-F2' 

Per  exemple,  denotant  u  =  x\,  v  =  x2, 

ri  =  1  ri(d9ir  dglr  dgU\ 

11  29  дх  i  дх\  дхг 

1  ц  /  ддц  dgn  д  gu, 

29  ^  дх\  дх\  дх\  ' 

1  2i  (dgn  dgi2  ддц, 

29  dx\  dx\  dx2  ’ 

=  ~^911{EU  +  Eu  —  Eu)  +  -дл(Еи  +  Fu  —  Ev) 

GEU  —  2  FFU  +  FEV 
2  (EG-F2) 
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Г2  =  1  Г2(д9г2  dgri  dg12, 

12  2^  dxt  дх2  дхг 

1  12/^12  dgn  _  dgu\ 

2^  dxi  дх2  дх\  ' 

1  22/dg22  dg2i  dgi2\ 

2^  дх\  дх2  дх2 

=  lg12{Fu  +  Ev-Fu)  +  ^g22{Gu  +  Fv-Fv) 

=  2  912(Ev)  +  ~g22{Gu) 

—FEV  +  EGU 

2  {EG-F2) 

etc. 


Ara  no  ens  interessa  massa  l’expressi6  explicita  de  cada  smibol  de  Chris- 
toffel  pero  si  cl  que  hem  dit  abans:  que  es  poden  calcular  coneixent  nornes 
la  primera  forma  fonamental. 

Е1  teorema  egregi  i  les  equacions  de  Codazzi-Mainardi  s’obtenen  sense 
mes  que  considerar  les  parts  tangent  i  normal  de  les  equacions 

{+uu)v  {+uv)ui  {+uv)v  {+vv)ui 

es  a  dir, 

^(Ei+b  +  Thfv  +  ev)  =  —  (Т\2ц)и  +  Tl2g)v  +  fv)  (10-2) 

д  д 

+  ~F\2+v  +  fv)  =  ^(^22+«  +  Г22+«  +  gv)  (10.3) 

Per  fer  aquestes  derivades  necessitem  recordar  les  equacions  (6.12),  pagina 
146, 

Ff-Ge  ~  ,  Fe-Ef 
EG-F 2  + u  +  EG-F 2 
Fg-Gf  ,  Ff-Eg 
EG  —  F2^u+  EG  —  F2  V v 

Fem  doncs  les  derivades  i  mirem  els  coeficients  dels  vectors  resultants  que 
obtenim  respecte  de  la  base  {(pu,  <pv,  v) 


vu  = 

vv  = 
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1.  Coeficient  de  ipu  a  (10.2). 

('r1  )  Ј-Г1  Г1  4-Г2  Г1  I  9^  ~ 

V1  11  +  V1  ll1  12  V 1  ll1  _  p2 

2.  Coeficient  de  (pv  a  (10.2). 

(r?i).  +  rl,r;2+r;ir^+e/F_9f; 


-)1  \  |  -p  1  -p  1  |  p2  pl  I  /?  f  6Čj 


=  (г12).+г12г;1+г;2г;2+/ 


EC,-F2 


i2  \  Г1  г2  ,  т=2  т=2  ,  Г++  /-^ 


=  (П2)м+ед1+ед2+/ 


'EG-F 2 

3.  Coeficient  de  v  a  (10.2). 

Гп/  +  Г?1<7  +  е„  =  Г12е  +  Г?2/  +  /и. 

4.  Coeficient  de  ipu  a  (10.3). 

.gF-fG 


EG-F2' 


{T\2)v+Y\2Y\2  +  Yl2Y\2  +  f-EG_F2 

5.  Coeficient  de  ipv  a  (10.3). 

(T2  \  ј-Г1  г2  ј-Г2  г2  ј_  fU— _ 

l1  12)V  j  1  121  12  V 1  121  22  J  J  PQ  _  p2 

6.  Coeficient  de  v  a  (10.3). 

rl2/  +  r?20  +  /„ 


i  i  i  t=i  1=1  i  1=2  -pi  I  ,,  f  F  čG 


—  (Г22)и  +  Г22Гц+Г22Г12  +  ^ 


EG-F 2 


л2  \  Г1  г2  ,  Г2  г2  ,  _е-Г  fF 


—  (Y22)u  +  Y22Yu  +  Y22Y12+g 


EG-F 2 


—  Г22е  +  Г22/  +  ди. 


Simplificant  una  mica,  aquestes  sis  equacions  es  poden  escriure  com 

1.  La  que  prove  del  coeficient  de  <pu  a  (10.2). 

Fff+T2  =  (г‘2)” _  (r!l)” +  ++  "  Г11+ 

Aqui  tenim  el  teorema  egregi!!.  (si  F  ф  0) 

2.  La  que  prove  del  coeficient  de  ipv  a  (10.2). 

Z7 1  f  /-p 2  /р2  |  pl  p2  pl  p2  |  p2  p2  p2  p2 

^  p q  _  p2  —  V1  !2+  V1  11+  "г  1  121  11  1  ll1  12Tl  121  12  1  ll1  22’ 


Novament  el  teorema  egregi!!  I  ARA  sense  problemes  ja  que 

г/о. 
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Si  tenim  la  paciencia  d’un  monjo  benedicti  podem  substituir  aquests 
smibols  de  Christoffel  pels  seus  valors  i  fer  les  derivades,  etc,  i  obtenim  jus- 
tament  l’expressio  de  la  curvatura98  del  Disguisitiones , 


A(EG  -  F2)2 K  =  E(EVGV  -  2 FUGV  +  G2U ) 

+  F  ( EUGV  —  EVGU  —  2 EVFV  +  4 FUFV  —  2FUGU) 
+  G  ( EUGU  —  2 EUFV  +  (Ev)  ) 

—  2 (EG  —  F~)  ( Evv  —  2 Fuv  +  Guu) . 


Si  F  =  0  aquesta  formula  es  pot  escriure  com 


K  = 


д  ,  Gu 


д  , 

+ 


Ev 


л/EG  [duy2y/EG  dvy2 s/EG' 

Si,  a  mes,  E  =  1,  tenim99 


(10.4) 


(10.5) 


K  = 


Vg 


(Vg)uu. 


(10.6) 


3.  La  que  prove  del  coeficient  de  v  a  (10.2). 


ev-fu  =  eT\2  +  f(T22-T\1)-gT2n. 


Aqui  tenim  la  primera  equacio  de  Codazzi-Mainardi 
4.  La  que  prove  del  coeficient  de  tpu  a  (10.3). 


r  eg-  f 2 
т  EG  —  F2 


(Г} 


12)v 


i  -pi  -p!  |  p2  p1  _  p1  p1 

I  1  991  11  T  i  221  12  1  1Qi  1 


121  12 


—  г2  г 
1  121 


1 

22- 


98 Hi  ha  moltes  expressions  equivalents  per  calcular  la  curvatura  de  Gauss.  Una  espe- 
cialment  interessant  es  la  de  Francesco  Brioschi  (1824-1897)  que  apareix  a  [3].  Aquesta 
expressio  es 


K  = 


1 

(EG  -  F2)2 


1 

2 


E, 


V  +  FUv  ~ 

Fv  -  iGu 
-C 

2ст„ 


-C 

2  KJT  uu 


\E, 

E 

F 


F 

G 


0  \EV  \GU  \ 
-\EV  E  F 
\GU  F  G  ) 


99Aixo  passa  per  exemple  quan  les  corbes  v  =  constant  son  geodesiques,  com  veurem 
mes  endavant.  Vegeu  l’exercici  11.10.11. 
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Novament  el  teorema  egregi!!  . 

5.  La  que  prove  del  coeficient  de  tpv  a  (10.3). 

/*2 

Z?  J  _  /'т'2  ^  /"p2  (  I  pl  p2  -pl  p2 

г  _  p2  —  I1  221«  l1  12 )v  1"  1  22 1  11  1  121  12 

Novament  el  teorema  egregi!!  (Si  F  0). 

6.  La  que  prove  del  coeficient  de  v  a  (10.3). 


fv  —  9u  =  eY\2  +  f  (Г|2  —  Г}2)  —  дТ\2. 


Aqui  tenim  la  segona  equacio  de  Codazzi-Mainardi 

Teorema  10.2.1  (Egregi)  Sigui  f  :  S\  — >•  S2  uns  isometria  local  entre 
dues  superficies.  Llavors  la  curvatura  de  Gauss  de  S\  en  un  punt  P  e  S\  es 
igual  a  la  curvatura  de  Gauss  de  S2  en  el  punt  f(P). 

Demostracio.  Sigui  tp  :  U  — >  S\  una  parametritzacio  de  S 1  i  prenem 
ф  —  f  o  p  com  parametritzacio  de  S2.  D’aquesta  rnanera  si  un  punt  de  S 1  te 
coordenades  (u,v)  [respecte  de  tp]  cl  punt  imatge  f(P)  te  les  mateixes  coor- 
denades  (u,v)  [respecte  de  ф].  La  formula  10.4  ens  diu  que  si  P  =  <p(u,v),  la 
curvatura  de  Gauss  de  S\  en  cl  punt  P,  JC(P),  queda  determinada  pels  valors 
de  E,F,G  i  les  seves  derivades  en  (u,v).  Pel  mateix  motiu,  la  curvatura  de 
Gauss  de  S2  en  el  punt  f(P),  JC(f(P)),  queda  determinada  pels  valors  de 
E',F',G'  i  les  seves  derivades  en  (u,v). 

Com,  per  la  proposicio  5.3.3,  E  =  E' ,  F  =  F' ,  G  =  G' ,  hem  de  fer 
exactament  cl  mateix  calcul  per  calcular  JC(P)  que  JC(f(P))  i  per  tant 

JC(P)  =  JC(f(P)).  □ 

L’interes  de  les  equacions  de  Codazzi-Mainardi  esta  donat  pcl  segiient 
teorema  de  Bonnet,  [2], 

Teorema  10.2.2  (Teorema  de  Bonnet)  Siguin  E,  F,G,e,  f,  g  sis  funci- 
ons  definides  sobre  un  obert  U  de  №2.  Suposem  que: 

1) EG-F2fi  0, 

2)  Es  compleixen  les  dues  equacions  de  Codazzi-Mainardi, 


Ju 

fv  9u  — 


eU2  +  /(Г,2  —  Г},)  —  зГ,,, 

еГЈ2  +  /(Г=2  -  г;2)  -  гг;2, 
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on  els  simbols  de  Christoffel  estan  donats  per  les  equacions  de  la  pagina  238, 
(i  son  per  tant  coneguts  a  partir  de  E,F,G) 

3)  Es  compleix  l’eguacio  de  Gauss  (fdrmula  de  la  curvatura) 


-E 


eg-P 

EG-F2 


(Г 


2  1 

li ) 


+  ГЈоГ2 


12L  11 


pl  ~p2  ,  p2  p2  _  p2  p2 

1  ll1  12  "T"  1  121  12  1  ll1  22- 


Llavors  hi  ha  una  unica  superffcie,  llevat  de  moviments  a  l’espai,  que  te 
E,  F,  G  com  coeficients  de  la  primera  forma  fonamental  i  e,  f,g  com  coefici- 
ents  de  la  segona  forma  fonamental. 


Equacions  de  Codazzi-Mainardi  en  coordenades  princi- 
pals 

En  aquest  cas  sabem,  Proposicio  6.6.1,  pagina  152,  que  F  =  f  —  0,  i  les 
curvatures  principals  estan  donades  per  k\  =  е/ E  i  k2  —  g / G . 

Primera  equacio  de  Codazzi-Mainardi: 


т-il  тпЗ  ^V  /7  I  /  \ 

ev  =  еГ12  -  g Гп  =  e—  -  g^-  =  —{k^  +  k2) 
Segona  equacio  de  Codazzi-Mainardi: 

9u  =  -еГ^  +  ^Г22  =  e^  +  g^)  =  ~^(к\  +  k2) 


Derivant  les  curvatures  principals,  i  emprant  aquestes  expressions  de  ev  i  gu, 
obtenim 


дк\ 

dv 


h), 


дк2 

ди 


П 

^ll  /  7 

2G+1 


10.3  Exercicis 

Exercici  10.3.1  Estudieu  les  superffcies  amb  les  dues  curvatures  principals 
constants. 
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Solucio.  Si  son  constants  i  iguals  tots  els  punts  son  umbilicals  i  estem  en  una 
esfera  o  un  pla.  Vegeu,  per  exemple,  [29] .  Si  son  constants  i  diferents  prenem 
una  parametritzacio  principal  (U,  р)  i  apliquem  la  igualtat  de  Schwarz  a 

uu  h(pu 

Uv 

obtenim  puv  =  0,  i  per  tant  Г}2  =  Г^2  =  0. 

Com  (pu,  pv)  =  0  tenim 

(PuVI  Pv)  4"  (Pui  Pw)  0 

(*puui  Pv)  "b  (*pUl  *puv)  0 

i  per  tant  Г22  =  Г^  =  0. 

Llavors,  per  la  formula  de  la  curvatura  en  funcio  dcls  sfmbols  de  Chris- 
toffel,  punt  2  de  la  pagina  240,  tcnim  que  K  =  0. 

Suposem  doncs  k\  =  0  i  k2  constant  diferent  de  zero.  Com  £q  =  e/E 
tcnim  tambe  e  =  0. 

Aixi 

Рии  Г  llPu 

pero,  per  l’expressio  dels  sfmbols  de  Christoffel  en  funcio  dels  coeficients  de 
la  metrica,  pagina  238,  tenirn  que 

Г}:  =  (yfE)u/y/E 

I  observem  tarnbe,  abans  de  continuar  l’exercici,  que  Ev  =  0,  ja  que 
Ev  ((PuiPu))v  2( PuviPu )  0 

ja  que  puv  =  0. 

Aquestes  consideracions  permeten  demostrar  que  cl  vector  unitari 

Pu 


es  constant. 

En  efecte, 

/  Vu  \  _  ^puu  Ve-(Ve)u¥>u 

[Ve)u  e 
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/  Pu  \  ^Puv  Ve-{Ve)v<pu 

[Ve)v~  e 

Considerem  ara  l’aplicacio  diferenciable  G  :  U  — >  M3  donada  per 
G(u,  v )  =  (p(u,  v)  —  Up(u,  v),  а)а  +  —и(и,  v) 

К2 

Aquesta  funcio  es  constant  ja  que  les  seves  derivades  parcials  son 

Gu  Pu  {<Pu,  и)а  +  —  uu  0, 

Gv  pv  (Pv,  u) а  +  -  isv  0, 

ja  que  vu  =  0,  (pv,  а)  =  0  i  vv  =  —k^Pv  Si  diem  c  e  M3  al  valor  constant  de 

G(u,v)  tenim 


(p(u,  v)  —  (<p(u,  v),  а)а  —  c  =  —  —  v(u,  v)  (10-7) 

A'2 

Ara  be,  com  clarament  (G(u,v),a)  =  0,  tenim  (c,a)  =  0.  Per  tant,  prenent 
norrnes  (al  quadrat)  a  (10.7)  tenim 

X 

I \<p(u,  v)  -  c||2  -  (p(u,  v)  -  c,  a)2  = 

K-2 

\  la  part  esquerra  d’aquesta  igualtat  es  exactament  la  formula  de  la 
distancia  del  punt  <p(u,v)  a  la  recta  que  passa  per  c  amb  vector  director 
a  (no  es  mes  que  cl  teorema  de  Pitagores). 

Per  tant,  tots  els  punts  de  la  superffcie  pertanyen  al  c-ilindre  circular  recte 
d’eix  la  recta  c  +  (a)  i  racli  1  /k2- 

Resumint,  una  superficie  соппеха  amb  curvatures  principals  constants, 
o  equivalentment  amb  curvatura  mitjana  i  de  Gauss  constant,  es  un  obert 
d  'una  esfera,  d  ’un  pla  o  d  ’un  cilindre  circular  recte. 
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Capitol  11 


Curvatura  geodesica. 
Geodesiques 

11.1  Curvatura  geodesica 

Recordem,  Definicio  8.1.1,  pagina  194,  que  la  curvatura  geodesica  kg  d’una 
corba  q(s)  parametritzada  per  Гагс  esta  donada  per 

ka  =  (У',^  ЛУ). 

Donem  una  interpretacio  geometrica  d’aquesta  curvatura. 

Proposicio  11.1.1  (Interpretacio  geometrica  de  la  curvatura  geode- 
sica).  La  curvatura  geodesica  d’una  corba  q(s)  sobre  una  superficie  S,  en  un 
punt  P  =  7(0)100,  coincideix,  llevat  del  signe,  amb  la  curvatura  de  la  corba 
que  s’obte  en  projectar  q(s)  ortogonalment  sobre  el  pla  tangent  a  S  en  P. 

Demostracio.  Sigui  v  =  J\f(P)  el  vector  normal  a  la  superficie  en  P.  Supo- 
sarem  que  s  es  el  parametre  arc  de  q(s).  La  corba  projectada  es 

7(s)  =  7(s)  +  A(s)z/  (11.1) 

amb  A(s)  determinada  per  la  condicio 

(7(«)  +  A  (s)u-P,u)  =  0. 

100E1  fet  de  considerar  un  punt  amb  s  =  0  i  no  s  =  sq  es  unicament  per  alleugerir  la 
notacio  i  no  suposa  cap  restriccio. 
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Per  tant,  A(s)  =  —(7(5)  —  P,u).  Una  primera  observacio  es  qne  en  P , 
7 (s)  i  7(s)  tenen  la  mateixa  tangent: 

У(0)  =  7'(0)  -  A'(0)i /  =  7'(0), 
ja  que  A'(0)  =  — (^'(O),  v)  =  0. 

Com  7(s)  110  esta  parametritzada  per  l’arc,  per  calcular  la  seva  curvatura 
utilitzarem  la  formula  de  la  pagina  49.  Aixo  implica  qne  7W(0)  te  la  direccio 
de  e(0). 

Derivant  dos  cops  (11.1)  obtenim 

7"(s)  =l'\s)  ~  v- 

En  P  (s  =  0)  tenim 

7'  A  7"  =  7 '  Л  (7  "  -  (7",  v)  v)  =  kB  —  (. k  cos  01)7 '  Л  v, 

on  B  es  cl  binormal  a  la  corba  en  P  i  a  es  l’angle  entre  la  normal  principal 
a  la  corba  en  P  i  v. 

Com  7  esta  contingnt  al  pla  tangent  per  s  =  0  cl  vector  kB  —  knj'  Л  v  te 
la  direccio  de  v. 

La  curvatnra  k  de  7 (s)  en  s  =  0  es 

k  =  |7'  Л  7"|  =  Vk2  +  k2  cos2  a  —  2 k2  cos  a  cos a  =  k\  sino:|  =  \кд\, 

on  кд  es  la  curvatnra  geodesica  de  7(s)  en  P.  Hem  utilitzat  que  a  es  tarnbe 
l’angle  entre  B  i  7'  Л  v. 
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Segon  metode.  Considerem  el  c-ilindre 

tp (r,  s)  —  7(s)  4-  rv, 


on  v  =  Af(P).  Com 


tpr  =  V 
(fs  =  7  '(s) 

cl  vector  normal  al  cilindre  es 

zyc(s)  =  г/  Д  7  '(s), 

on  z/c(,s)  =  vc(ip(r,  s))  (no  depen  de  r). 


Projectar  ortogonalrnent  sobre  Tp(S )  es  el 
mateix  que  tallar  el  cilndre  amb  Tp(S) 


Aixi  doncs,  per  definicio  de  curvatura  normal  i  geodesica  d’una  corba 
sobre  una  superficie,  tenint  en  compte  ara  que  7(5)  es  corba  a  la  vegada  de 
S  i  del  cilindre,  tenim,  en  el  punt  P , 

k9  =  (7 ",  v  A  7')  =  (7",  vc)  =  k° 

kn  =  (7",  v)  =  (7",  i  Л  z/G)  =  -kc, 

011  kc  i  denoten  la  curvatura  normal  i  geodesica  de  la  corba  sobre  el 
cilindre. 
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Com  el  sentit  de  la  normal  al  cilindre  es  arbitrari  podem  dir  que  la  cur- 
vatura  geodesica  кд  de  la  corba  com  corba  sobre  S  coincideix,  llevat  potser 
del  signe,  amb  la  curvatura  normal  de  la  corba  com  a  corba  sobre  el  cilindre. 
Com  la  curvatura  normal  en  una  direccio  coincideix  amb  la  curvatura  de  la 
seccio  normal  en  aquesta  direccio  i  la  seccio  normal  al  cilindre  en  la  direccio 
7 \P)  s’obte  tallant  cl  c-ilindre  amb  cl  pla  '(P)),  que  coincideix  amb 

TpS,  la  corba  seccio  normal  coincideix  amb  la  projeccio  de  q(s)  sobre  el  pla 
tangent  TpS,  i  per  tant  la  curvatura  geodesica  kg  en  P  de  la  corba  com  corba 
sobre  S  es  igual  a  la  curvatura  en  P  de  la  corba  que  s’obte  en  projectar  orto- 
gonalment  q(s)  sobre  cl  pla  tangent  a  la  superffcie  en  P,  com  voliem  provar. 
□ 

Proposicio  11.1.2  Sigui  q(s)  una  corba  sobre  uns  superficie.  En  cadascun 
dels  seus  punts,  el  centre  de  curvatura,  el  centre  de  curvatura  normal  i  el 
centre  de  curvatura  geodesic  estan  alineats. 

Demostracio.  Sigui  P  un  punt  de  la  corba.  Denotem  per  k  la  curvatura  de 
q(s)  (com  corba  de  №3)  en  P  i  per  p  =  1/k  el  radi  de  curvatura.  Aixi  doncs, 
cl  centre  de  curvatura  es  cl  punt 

Ог  =  Р  +  pN, 

on  N  es  cl  vector  normal  principal  a  la  corba  en  P. 

Per  definicio,  el  centre  de  curvatura  normal  es  el  punt 

02  =  P  +  pnN2 

on  N2  es  la  normal  principal  de  la  corba  seccio  normal  i  pn  =  \  l/kn  |  es  el  radi 
de  curvatura  normal.  Observem  que  N2  =  ±г/,  on  v  =  Af(P)  es  la  normal 
a  la  superficie  en  P.  Per  la  Proposicio  8.4.3,  N  i  N2  estan  en  el  mateix 
semiespai  respecte  del  pla  tangent. 

Е1  centre  de  curvatura  geodesic  es  el  punt 

Оз  =  P  +  pgN3 

on  N3  es  la  normal  princ-ipal  de  la  corba  projectada  ortogonalment  sobre  el 
pla  tangent  a  la  superffcie  en  P  i  pg  =  \l/kg\  es  el  radi  de  curvatura  geodesic. 
Observem  que  N3  =  +v  Л  У(Р)  (el  vector  e  de  la  pagina  193). 

Es  pot  veure  que  (N,  N3)  >  0,  de  rnanera  que  N  i  N3  estan  en  el  mateix 
semipla  determinat  per  (N2)  a  TL  (exercici  11.10.1). 
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Pg  'J' 


Com  p  =  pn|cosa|  i  p  =  pg  sina,  1а  figura  rnostra  (rnireu  els  triangles 
0i03T  i  0\02Т)  llavors  qne  la  recta  0\02  talla  la  recta  P+  (N3)  en  un  punt 
qne  esta  distancia  pg  de  P,  en  la  direccio  de  7V3,  i  qne  es  doncs  cl  pnnt  03. 

□ 

La  curvatura  geodesica  es  invariant  per  isometries 

Proposicio  11.1.3  Sigui  f  :  — *  S2  ипа  isometria  local  i  sigui  q(s)  una 
corba  a  S±.  Llavors  la  curvatura  geodesica  de  q(s)  coincideix,  per  a  cada  s, 
amb  la  curvatura  geodesica  de  la  corba  /(q(s)). 

Demostracio.  Sigui  ( U,tp )  una  parametritzacio  de  Si  i  q(s)  =  tp(u(s),  v(s)) 
una  corba  sobre  S  parametritzada  per  Гагс.  Llavors  tenirn 

Y(s)  =  tpuu  +  ipvv' 

amb  tpu  =  p>u(u(s),  u(s)),  etc.  Per  tant, 

7  "(s)  =  ^-(tpuU  +  <pvv') 
ds 

//  |  //  .  /2,о  /  /  i  /2 

=  ipuU  +  (pvV  +  (puuU  +  2 ipuvU  V  +  (pvvV  . 

=  ipuu"  +  <pvv"  +  (Г  l^tpu  +  Tl^tpu  +  ev)u'2  +  2(Г \2pu  +  Г \2<pv  +  fv)u'v' 
+  (^22+u  +  Tl2pv  +  дп)у'2 

=  Pu(u"  +  T\lU'2  +  2Г  \2u'v'  +  T\2v'2) 

+  pv(v"  +  T2uu'2  +  2T\2u'v'  +  T\2v'2) 

+  v(eu2  +  2fu'v'  +  gv'2)  (11.2) 


amb  ГГ  =  TT(u(s),  v(s)),  etc. 
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Escriurem  doncs 

7"0)  =  A(pu  +  Btpv  +  Cv,  (11.3) 

amb 

A 
B 
C 

Per  tant, 

кд  =  det(z/,7',7")  =  det  {v,u!(pu,  Bipv) 

+  det  (u,v'pv,A(pu) 

=  {u' B  —  v' A)  det(z/,  pu,  pv) 

Equivalentment,  per  l’exercici  (6.8.1),  pagina  156, 

кд  =  VEG-F2(u'B  -  v'A)  (11.4) 

Com  aquesta  expressio  nornes  depen  de  les  coordenades  de  la  corba  i  de 
la  primera  forma  fonamental,  amb  el  mateix  argument  que  en  el  teorema 
egregi,  (la  corba  /(7(5))  te  les  mateixes  coordenades  respecte  /  o  ip  que  7(5) 
respecte  <p  i  els  coeficients  de  la  primera  forma  fonamental  respecte  /  o  ip  i  p 
coincideixen)  кд  es  invariant  per  isometries.  □ 

Curvatura  geodesica  de  les  corbes  coordenades  d’una 
parametritzacio  ortogonal 

Proposicio  11.1.4  Sigui  (U,(p)  una  parametritzacio  ortogonal  (F  =  0 )  d’u- 
na  superficie.  Denotem  kg  1  la  curvatura  geodesica  de  la  corba  v  =  constant 
i  kg2  la  curvatura  geodesica  de  la  corba  u  =  constant.  Llavors  tenim 

h  —  Ev 

91  ~  ~2  Еу/G’ 

,  _  Gu 

92  2 GVE' 


//  1  /2т-,1  i  o  /  /pl  I  /2т1 

—  U  11  "j~  aU  V  1  ^2  V  Г^2 

=  v"  +  u2  Г2и  +  2u'v'T212  +  г/2г^2 
=  II (i,  7') 
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Demostracio.  Aclarim  primer  la  notacio.  Si  posem  v  =  vq,  kg\  =  kgi(u) 
es  la  curvatura  geodesica  de  la  corba  (p(u,u o),  i  els  termes  de  la  dreta  de  la 
igualtat,  E,G,EV  estan  valorats  en  cl  punt  (u,v0).  Analogament,  si  u  =  u0, 
kg2  =  kg2(v)  es  la  curvatura  geodesica  de  la  corba  ip(u0,v)  i  els  termes  de  la 
dreta  de  la  igualtat,  E,  G,  Gu  estan  valorats  en  el  punt  (u0,  v). 

Com  que  les  corbes  (p(u0,  v)  i  <p(u,  v0)  no  estan  parametritzades  per  Parc, 
utilitzarem  Pexercici  8.6.1  per  calcular  la  seva  curvatura  geodesica. 

En  aquest  exercici  veiem  que  la  curvatura  geodesica  d’una  corba  j(t)  esta 
donada  per 


kg(t) 


(7",  v  Л  У) 
11У113 


En  particular  Pequacio  (11.4)  esdeve 


k 


9 


y/EG  -  F2  (u'B  -  v'A) 

hiF 


(11.5) 


Aplicant  aquesta  formula  a  la  corba  <p(u,  v0)  (que  compleix  doncs  u'  = 
l,v'  =  0,  i  per  tant  B  =  =  —  §ђ)  tenim 


y?i  = 


Veg(b) 


Ev 


2  EVG' 


Aplicant-la  ara  a  la  corba  <p(u0,v)  (que  compleix  doncs  u'  =  0,  v'  =  1  i 
per  tant  A  =  Гу  =  —  ^)  tenim 


k92  = 


Veg(-a) 


Gv 


2  GVE' 


□ 


Exemple  11.1.5  Calculeu  la  curvatura  geodesica  djun  paral-lel  de  l’esfera. 


11.2  Formula  de  Liouville  per  a  la  curvatura 
geodesica 

La  formula  de  Liouville  consisteix  en  una  expressio  senzilla  de  la  curvatura 
geodesica  kg  d’una  corba  continguda  en  una  carta  local  (U,  ip)  ortogonal 
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(F  =  0)  d’una  superficie,  en  funcio  de  la  curvatura  geodesica  de  les  corbes 
coordenades  u  =  constant,  v  =  constant. 

Seguint  [10]  comencem  recordant  que  si  7  :  I  — >  S  es  una  corba  sobre  S, 
un  camp  tangent  a  la  superficie  al  llarg  de  7(5)  es  una  aplicacio  diferenciablc 

X  :  I  — >  M3 


tal  que 


X(s)  G  Tl{s)S. 


Tenirn  el  resultat  previ  segiient 


Lema  11.2.1  Sigui  7 (s)  una  corba  sobre  una  superficie  S  amb  normal  N  i 
siguin  X(s),  Y(s)  dos  camps  unitaris  tangents  a  S  al  llarg  de  7(5)  que  formen 
entre  si  un  angle  9(s)  (angle  orientat  entre  X(s)  i  Y(s)).  Llavors 


dY(s) 
'  ds 


,u(s)AY(s ))  -  ( 


dX(s) 

ds 


,v(s)  AX(s)) 


d0(s) 

ds 


on  v(s)  =  Л/”(7 (s)). 

Demostracić.  Per  alleugerir  la  notacio  escriurem  X  =  X(s),  Y  =  Y(s), 
в  =  9(s ),  v  =  v(s),  i  “primes”  per  a  les  corresponents  derivades  respecte  s. 
Е1  que  volcm  demostrar  es  doncs, 


(Y',  v  A  Y)  -  (X',  v  Л  X)  =  O'. 


Per  a  aixo  nomes  s’ha  d’observar  que  (X,  v  Л  X)  es  una  base  ortonormal 
de  Tj{s)S.  Llavors 


Y  =  аХ  +  bv  A  X 


amb  a  =  a(s)  i  b  =  b(s)  funcions  de  s  tals  que  a2  +  b2  =  1.  Per  tant 


v  Л  Y  =  a  v  A  X  —  bX,  (11.6) 

ja  que  v  Л  (v  Л  X)  =  —X,  per  ser  X  ortogonal  a  v.  Derivant  l’expressio  de 


Y'  =  a'X  +  b'v  Л  X 
+  aX'  +  b(vAX)' 
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Multiplicant  per  v  Л  Y  i  tenint  en  compte  la  igualtat  (11.6)  tenim 

(У>ЛУ)  =  а'(А>ЛУ)+Ј'(1/ДА>ЛУ) 

+  а(Х',  i /  Л  У)  +  6((i/  Л  X)',  z/  Л  У) 

=  —a'b  +  6'а  +  а2(Х',  v  Л  X)  -  62((z/  Л  X)',  X) 

Pero  derivant  la  igualtat 


(X,  z/  Л  X)  =  0 


obtenim 

(X',  v  Л  X)  +  (X,  (z/  Л  X)')  =  0, 

i  per  tant 


(Y>  v  Л  У)  -  (X',  z/  Л  X)  =  -a'b  +  b'a. 


Es  pot  veure  que  si  canviem  els  papers  de  X  i  Y,  a  =  (X,  Y)  no  varia  регб 
b  =  (Y,  v  Л  X)  canvia  de  signe,  de  manera  que  els  dos  termes  de  la  igualtat 
anterior  canvien  de  signe.101 

Ara  be,  es  pot  veure  (vegeu  exercici  11.10.3)  que  donades  dues  funcions 
a,b  :  I  — у  M  diferenciables  definides  en  un  obert  /  de  M,  amb  а2  +  b2  =  1, 
existeix  в  :  I  — »  M  tal  que  a(t)  =  cos (9(t))  i  b(t)  =  sin (9(t)),  Vt  G  I.  Es  diu 
que  6(t)  es  una  determinacić  de  l’argument  o  l’angle  orientat  entre  el  vectors 
unitaris  (1,0)  i  (a,b). 

Регб  llavors, 


—a'b  +  b'a  =  —  (—  sind)0'sind  +  (cos  9)0' cos 6  =  6' . 


Per  tant, 


(Y',  v  Л  У)  —  (X',  v  Л  X)  =  9'. 
com  volfem  demostrar.  □ 

101Una  manera  de  pensar  l’angle  orientat  entre  X  i  Y  es  escriure  el  segon,  Y,  en  la  base 
ortonormal  positiva  (X,  v/\X).  Existeix  un  unic  в  £  [0,  2n]  tal  cjue  Y  =  соввХ+зтвсЛХ. 
Si  canviem  els  papers,  i  escrivim  X  en  la  base  ortonormal  positiva  (Y.  v  Л  Y)  el  cosinus 
cjueda  igual  i  el  sinus  canvia  de  signe,  o  equivalentment,  canviem  в  per  —в. 
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Corol-lari  11.2.2  Sigui  ( U,ip )  una  carta  local  ortogonal  (F  =  0)  d’una  su- 
perftcie  S.  Sigui  Y (s)  un  camp  unitari  tangent  a  S  al  llarg  de  la  corba 
7(s)  =  (p(u(s),  v(s)).  Llavors 

{¥',  u  Л  Y)  =  —L=  (Guv'  -  Evv!)  +  в' 

2v  EG 

on  9  es  l’angle  orientat  entre  г  Y . 

Demostracić.  Observem  primerament  que  per  alleugerir  la  notacio  hem  es- 
crit  Y  =  Y(s),u  =  u(s)  =  A/"(q (s)),9  =  9(s),E  =  E(u(s),v(s)),  G  = 
G(u(s),v(s)),Gu  =  | £(u(s),v(s)),Ev  =  Ц (u(s),v(s)),  i  les  “primes”  in- 
diquen  derivada  respecte  de  s. 

Denotem  ara 

1  дгр  _  1  i  д<р  _  1 

61  “  7Ћ~ди  ~  62  “7^^  “7^^ 

que  es  una  base  ortonormal  de  l’espai  tangent  en  cada  punt.  En  particular 
tenirn  les  igualtats  de  funcions  vectorials  sobre  U, 


ei  A  e2  =  u,  u  Л  e\  =  e2. 


Com  sempre,  escriurem  e\(s)  =  et(u(s),v(s)),i  =  1,2,  es  a  dir,  еДз)  es  la 
restriccio  de  ež  a  la  corba  donada. 

Aplicant  el  Lema  11.2.1  amb  A"(s)  =  ei(s)  i  E(s),  de  manera  que  6(s)  es 
ara  l’angle  orientat  entre  ei(s)  i  E(s),  tenim 

(Y',uAY)  =  (el,i/Aei)  +  9'.  (11.7) 


Ara  be 


de  manera  que 


ел  = 


=  (—i=)'Fu  +  -т=(^ши'  +  VuvV') 


Ve 


Ve 


(e'i,  u  Л  ei) 


(7+2) 

u' 


Veg 


(Puui  Pv)  Y 


Veg 


(Puvi  Pv) 


U  G?h  +  -t=Grl2 


Veg 


Veg 


u  Ev  ^  v  Gu 
2  VEG  +  2  VEG 


Substituint  a  (11.7)  hem  acabat.  □ 
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Corol-lari  11.2.3  Sigui  ( U ,  <p)  ипа  parametritzacio  ortogonal  d’una  superficie 
S  i  sigui  7 (s)  =  <p(u(s),v(s))  una  corba  sobre  S  parametritzada  per  l’arc. 
Llavors  la  curvatura  geodesica  esta  donada  per 


kg  =  ^/=  iGuv'  -  Evu’)  +  в'  (11.8) 

on  в  =  d(s)  es  l’angle  orientat  entre  i  7'( s )  en  el  punt  7 (s). 

Demostracić.  Apliquem  cl  Corol-lari  11.2.2  amb  Y (.s)  =  7'(s).  Obtenim, 
amb  la  mateixa  simplificacio  de  la  notacio  que  hem  emprat  alla, 


(7",  ^  л  7O 


1 

+7Ш 


(Guv' 


Evu)  +  в' 


on  в  es  l’angle  orientat  entre  i  7'. 

Ara  be,  el  primer  terme  d’aquesta  igualtat  es  exactament  la  curvatura 
geodesica  (definicio  8.1.1,  pagina  194),  i  per  tant,  hem  acabat.  □ 


Corol-lari  11.2.4  (Formula  de  Liouville)  Sigui(U,(p)  una  parametritza- 
cić  ortogonal  d’una  superficie  S  i  sigui  7 (s)  =  ip(u(s),  v(s))  una  corba  sobre  S 
parametritzada  per  Гагс.  Llavors  la  curvatura  geodesica  de  7(5)  esta  donada 
per 


kg  =  kgi  cos  в  +  kg2  sin  в  +  в'  (11.9) 

on  в  =  d(s)  es  Vangle  orientat  entre  i  7 '(s)  en  el  punt  7 (s),  kg  1  i  kg 2 
sćn  respectivament  les  curvatures  geodesiques  de  les  corbes  v  =  constant  i 
u  =  constant  que  passen  pel  punt  7 (s). 

Demostracio.  Hem  vist  a  la  Proposicio  11.1.4,  pagina  252,  que102 

,  _  Ev 

91  ~  2  Ел/G’ 

,  _  Gu 

92  2GVe’ 

102Tambe  es  dedueixen  directament  de  la  formula  (11.8)  aplicada  a  les  corbes  v  = 
constant  i  u  =  constant,  tenint  en  compte  que  u'  =  1/у/Е  i  v'  =  1/%/G,  on  u'  i  v' 
denoten  respectivament  les  derivades  de  u  i  v  respecte  del  parametre  arc  de  les  corbes 
p(u,c)  i  ip(c,v),  c  una  constant  arbitraria,  respectivament. 
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de  manera  que  1  !equacio  (11.8)  s’escriu  com 


кд  =  kgiVEu  +  kg2VGv'  +  в' . 

Per  altra  banda 


d<p 

du 

d<p 

dv 


'/ecos$ — (l, o) ( o  “)(;:) 

VGsm9=(0,l)(((  g)(“- ) 


Es  a  dir, 


cos 


9  =  VE 


u 


sm 


в  =  VČ', 


Substituint  a  (11.10)  tenim 


kg  =  kgl  COS  в  +  kg2  вШ  в  +  в' 


□ 


(11.10) 


Eu, 


Gv'. 


(11.11) 


11.3  Formula  de  Bonnet  per  a  la  curvatura 
geodesica 

La  coneguda  fćrmula  de  Bonnet  per  a  la  curvatura  geodesica  apareix  per 
primer  cop  al  treball  [1],  Aquesta  formula  es: 


+  1  f  d  Gm  —  Fn  ^  d  En  —  Fm 

9  VEG  —  F 2  V  V Eri2  —  2 Fmn  +  Gm2  dv  V Eri2  —  2Fmn  +  Gm 2 

on  la  corba  esta  donada  per  f(u,  v)  =  0,  i  m  =  fu,  n  =  fv. 

Aquesta  formula  sembla  diffcil  pero  es  forga  senzilla  si  recordem  algunes 
propietats  de  la  curvatura  geodesica.  La  primera  es  que  la  curvatura  ge- 
odesica  kg  =  kg(s )  d’una  corba  parametritzada  per  Гагс  q(s)  =  tp(u(s),v(s)) 
sobre  una  superffcie  <p(u,v)  de  normal  v,  es 


kg(s)  =  det (T(s),  T'(s),  i/(j(s))), 
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on  T(s)  =  7  '(s). 

Ara  pensarem  la  tangent  T(s)  com  una  funcio  de  u  i  v. 

Sigui  s  el  parametre  arc  de  la  corba  f(u,v)  =  0.  Tindrem  f(u(s),v(s))  = 
0,  i  per  tant, 

fuu'  +  fvv'  =  0, 

es  a  dir, 

u!_  _  _fv_  _  _  гг 
v'  fu  m 

Ben  entes  que  fu  vol  dir  la  derivada  parcial  de  /  respecte  de  u  valorada  en 
cl  punt  (m(s),d(s)),  es  a  dir,  fu  =  ^(u(s),v(s)),  u'  =  etc. 

Com  que  s  es  parametre  arc,  tenim 


1  =  |7'(s)|  =  V  Eu'2  +  2  Fu'v'  +  Gv' 2 


\/  En2  —  2  Fmn  +  Grn2 , 


on  E  =  E(u(s),v(s)),  etc. 

Equi  valent  rnent , 

w  =  + _ m _ 

V En 2  —  2 Fmn  +  Gm2  ’ 


Aixi 


u'  =  ± 


-n 


у/  Eri2  —  2  Fmn  +  Gm 2 


q'(s)  =  (рии'  +  =  ±- 


~vupu  + 


лЈЕп2  —  2Fmn  +  Grn2 
Observem  que  el  terrne  de  la  dreta  es  una  funcio  de  les  dues  variables 
(гл,  г)  valorada  en  els  punts  de  la  corba  (u(s),v(s)).  Е1  signe  depen  dcl  sentit 
de  <77(s),  si  canviem  s  per  —  s  el  vector  tangent  canvia  de  signe. 

Es  en  aquest  sentit  que  podern  pensar  el  vector  tangent  T  com  funcio  de 
(u,v).  Denotem 

— n<pu  +  mpv 


T(u,v)  = 


Ve 


n 


2  —  2  Fmn  +  Gm2 


(11.12) 


Llavors,  cl  que  acabem  de  veure  es  que  7 '(s)  =  T(s)  =  T(u(s),v(s)).103 

103Equivalentment,  haguessim  pogut  pensar  que  sobre  la  superficie  no  tenim  nomes  la 
corba  f(u,v)  =  0  sino  la  familia  de  corbes  f(u,v)  =  c.  Per  cada  punt  de  coordenades 
(u o,vo)  passa  la  corba  f(u,v)  =  f(u о,г>о).  Е1  vector  tangent  a  cadascuna  d’aciuestes 
corbes  es  (u'ipu  +  v'pv)  el  qual  es,  pel  mateix  calcul  cpie  hem  fet  per  a  f(u,v)  =  0,  un 
multiple  de  —nipu  +  nupv.  А1  normalitzar  tenirn  T. 
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Aixo  permet  calcular  T'  usant  la  regla  de  la  cadena. 

r  =  ±-T{u{s),v{s))=Tuv!  +  TW 
ds 

on  Tu  =  | £(u(s),v(s)),  etc. 

Apliquem  ara  la  formula  de  la  curvatura  geodesica.  Per  simplificar  la 
notacio  escric  кд  =  kg(s),  T  =  T(s ),  T'  =  T'(s ),  v  =  v(s )  =  Л f(ip(u(s),v(s))). 


kg  =  det (Г,  T',  v)  =  (T  Л  T')  ■  v  =  ((T  Л  Tu)v!  +  (Г  Л  Tv)v')  ■  v. 


Com  que 


tenim 


Tu  Л  Tv  Tu  Л  Tv 

Wu/\Tv\  ~  VEG-F 2’ 


V EG  -  F2  kg  =  ((T  Л  Ти)и'  +  (T  Л  Tv)v')  ■  (g)u  Л  (pv),  (11.13) 

on  E  =  E(u(s),v(s)),  etc. 

Pero 

т  Л  ipu  =  (Tuu'  +  (pvv')  Apu  =  v'(pv  Л  <pu), 
i  analogament 

т  Apv  =  (рии'  +  pvv')  л  pv  =  u(pu  Л  Pv). 

Substituint  aquestes  darreres  expressions  a  (11.13)  obtenim  (en  virtut 
de  la  formula  fonamental  que  rclaciona  cl  producte  escalar  i  cl  producte 
vectorial,  que  hem  recordat  a  la  pagina  115,  la  igualtat  de  Sclrvvartz  de  les 
derivades  creuades  i  de  que  Tu  ■  T  =  Tv  ■  T  =  0) 

V EG  —  F'2  kg  =  (T  Л  Tu)  (т  Л  pv)  -  (T  Л  Tv)  (Т  Л  ри) 

Tu  *  ^Pv  Ту  *  tpu 

=  (11-14> 

Totes  les  funcions  de  (u,  v)  d’aquesta  igualtat  valorades  en  els  punts 
(«(s),u(s)). 
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Pero  clarament,  per  la  defmicio  de  T,  tenim 


~  Fm  —  En 

y/En2-2Fmn  +  Gm2' 

~  Gm  —  Fn 

^ L  л/  En2  —  2  Fmn  +  Gm2  ’ 

Substituint  aquestes  dues  ultimes  igualtats  a  (11.14)  tenim  el  resultat.  □ 


11.4  Equacions  de  les  geodesiques 

Definicio  11.4.1  (Geodesiques)  Una  corba  sobre  una  superficie  es  diu  ge- 
odesica  si,  o  be  es  recta,  o  la  seva  curvatura  geodesica  es  igual  a  zero.  Equi- 
valentment,  les  geodesigues  son  aquelles  corbes  per  a  les  quals  la  seva  normal 
principal  en  cada  punt  de  la  corba  coincideix,  llevat  del  signe,  amb  la  normal 
a  la  superficie  en  aquest  punt. 

Equivalentment,  una  corba  sobre  una  superficie  es  geodesica  si  i  nomes  si 
en  cada  punt  el  centre  de  curvatura  i  el  centre  de  curvatura  normal  coinci- 
deixen. 

Aquesta  definicio  no  te  en  cornpte  la  parametritzacio  de  la  corba  ja  que 
la  curvatura  geodesica  es  defineix  a  partir  d’una  reparametritzacio  per  l’arc 
de  la  corba  donada. 

En  aquestes  notes  distingirem  entre  geodesiques  i  geodesiques  parametrit- 
zades.  Les  dues  seran  minimals  de  longitud  pero  nomes  les  segones  estan 
automaticament  parametritzades  per  Гагс  o  un  multiple  de  Гагс. 

Recordem  que  si  q(s)  es  una  corba  parametritzada  per  Гагс,  continguda 
en  una  superficie  S,  la  seva  curvatura  geodesica  esta  donada  per 

kg(s)  =  (t"(s),/s)a/(s))  =  det(i/(s),7'(s),7"(s)), 

on  u(s)  es  la  restriccio  a  la  corba  de  la  normal  a  la  superficie,  de  manera  que 
7(5)  es  geodesica  si  i  nomes  si 

det(z/(s),7'(s),7"(s))  =  0. 

Si  escrivim  la  corba  en  termes  d’una  carta  local  ( U,ip ),  posant  7 (t)  = 
Lp(u{t),v{t)),  la  curvatura  geodesica  d’aquesta  corba,  estigui  o  110  parame- 
tritzada  per  Гагс  esta  donada  a  la  formula  (11.5). 
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Podem  dir  doncs  que  la  curvatura  geodesica  de  7 (t)  es  zero  si  i  nornes  si 


u  B  —  v'A  =  0, 


(11.15) 


amb 

A  =  u" +  ur2T\l  +  2u'v'T\2  +  v'2T\2) 

B  =  v" +  u'2T211  +  2u'v'T212  +  v'2Tl2. 

Fins  aqm  no  ha  jugat  сар  paper  el  parametre  de  la  corba.  Per  controlar 
aqnest  parametre  donem  nna  definicio  una  rnica  mes  general  de  geodesica, 
concretament  el  qne  anomenem  geodesica  parametritzada. 

Definicio  11.4.2  (Geodesiques  parametritzades)  Sigui  (U,tp)  una  car- 
ta  local  d’una  superficie  S.  Direm  que  una  corba  7 (t)  =  tp(u(t),v(t))  es  una 
geodesica  parametritzada  si  i  nomes  si  es  compleixen  les  equacions  diferen- 
cials 


u" +  u'2T\1  +  2u'v'T\2  +  v'2T\2  =  0, 
v"  +  u,2T2n  +  2u'v'T212  +  v'2T222  =  0. 

Clarament  tota  geodesica  parametritzada  es  nna  geodesica  pero  110  tota 
geodesica  es  una  geodesica  parametritzada.  Es  a  dir  que,  amb  la  notacio 
anterior,  podem  tenir  u'B  —  v'A  =  0  sense  que  A  ni  B  signin  zero;  per 
exemple  la  recta  (t2,t2).  Vegen  la  nota  11.4.4  i  l’exercici  ??. 

Aqnestes  dnes  darreres  formnles  s’acostnmen  a  escrinre  d’una  manera  mes 
compacta  denotant  71  =  u,  j2  =  v,  i  recordant  el  criteri  de  sumacio  i  que  els 
sfmbols  de  Christoffel  son  simetrics  respecte  els  subindexs. 


d2+k  Гк  dy  d+j 
ds 2  13  ds  ds 


0,  k  =  1,2. 


Equacions  de  les  geodesiques. 


(11.16) 


Proposicio  11.4.3  Sigui  (U,tp)  una  carta  local  d’una  superficie  S.  Sigui 
7 (t)  =  tp(u(t),v(t))  una  geodesica  parametritzada.  Llavors  ||7/(t)||  =  constant, 
es  a  dir,  esta  parametritzada  proporcional  a  l  ’arc. 
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Demostracio.  L’equacio  (11.3)  implica  que  si  7 (t)  es  geodesica  parametritza- 
da,  7 "(t)  te  la  direccio  de  la  normal  a  la  superficie104,  i  per  tant, 

^(i(t),i(t))  =  (i\t),i{t))  =  0 

i  per  tant  el  modul  de  7 '(t)  es  constant.  □ 

Nota  11.4.4  Suposem  que  tenim  una  geodesica  parametritzada  7 (t)  i  fem 
un  canvi  de  parametre  t  =  f(s).  Les  noves  coordenades  seran  u(s)  = 
u(f(s)),v(s)  =  v(f(s)).  Per  tant 

u  =  U  f  ,  V  =  V  f 

u  =  U  f  +  U  f  ,  V  =  V  f  +  V  f 

Aix%,  amb  la  notacio  de  l’equacio  (11.3), 

A  =  п"  +  п'2Г^  +  2u'vT\2  +  и'2Г\2 
=  Af'2  +  u'  f" 

Analogament 

B  =  v"  +  u‘ 2Г2и  +  2u'v'T212  +  v2T222 
=  Bf'2  +  v'  f" 

La  corba  reparametritzada  ja  no  es  geodesica  parametrtzada  pero  encara 
es  geodesica  ja  que 

u'B  -  v'A  =  и  (Bf'2  +  v'f")  -  v'(Af'2  +  u'f '")  =  f'2(Bu'  -  Av')  =  0. 

Teorema  11.4.5  (Existencia  i  unicitat)  Sigui  S  una  superficie.  Donat 
un  punt  P  G  S  i  una  direccio  v  e  TpS,  amb  ||u||  =  1,  existeix  una  unica 
geodesica  parametritzada  a  S  que  passa  per  P  amb  vector  tangent  v. 

Demostracio.  Conseqiiencia  del  teorema  d’existencia  i  unicitat  de  solucions 
de  les  equacions  diferencials  aplicat  al  sistema  d’equacions  diferencials  de 
segon  ordre  (11.16)  que  caracteritza  les  geodesiques.  □ 

Acabem  observant  que  les  isometries  conserven  les  geodesiques. 

104Observeu  que  la  formula  (8.1)  nomes  es  certa  per  a  corbes  parametritzades  per  l’arc. 
Per  tant,  curvatura  geodesica  zero  no  implica  automaticament  c^ue  7 "(t)  tingui  la  direccio 
de  la  normal. 
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Proposicio  11.4.6  Sigui  f  :  S\  — >  S2  una  isometria  local  entre  les  su- 
perficies  S\  i  S^-  Sigui  7 (s)  una  corba  sobre  S\.  Llavors  7 (s)  es  geodesica  de 
S\  si  i  nomes  si  /(7(5))  es  una  geodesica  de  S2- 

Demostracić.  Conseqiiencia  directa  de  que  la  curvatura  geodesica  es  invariant 
per  isometries,  Proposicio  11.1.3.  □ 

Observem  qne  si  s  es  parametre  arc  de  7(5),  llavors  tambe  es  parametre 
arc  de  /(7(5)),  ja  qne 

II^/(tW)||  =  IM/7(.)(t'W)II  =  II7'WII  =  i. 

Es  a  dir,  qne  les  isometries  porten  geodesiques  parametritzades  a  geodesiques 
parametritzades. 

Е1  perque  del  nom  “pla  rectificant” 

Е1  motin  es  el  resultat  segiient. 

Teorema  11.4.7  Tota  corba  es  geodesica  de  la  superficie  envolvent  dels  seus 
plans  rectificants. 

Demostracio.  Calculcm  primerament  aquesta  envolvent.  La  familia  unipa- 
rametrica  de  plans  rectificants  esta  donada  per 

(TV(s),X-7(s))  =  0.  (11.17) 

Derivant  respecte  de  s, 

{-k(s)T(s)  -  t(s)B(s),X  -  7 (s))  +  ( N(s ),  -T(s))  =  0. 

Es  a  dir, 

(• ~k(s)T(s )  -  r(s)B(s),X  -  7(5))  =  0.  (11.18) 

Com  X  —  7(5)  =  a(s)T(s )  +  b(s)B(s)  per  a  certes  funcions  a(s),  b(s)  tenim 

—k(s)a(s)  —  r(s)b(s)  =  0, 


V-7W=6(S)(-+|r(S)  +  BW). 


es  a  dir, 
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Sigui  quina  sigui  la  funcio  b(s),  aquest  vector  X  —  y(s)  compleix  lcs  equa- 
cions  (11.17)  i  (11.18),  i  es  doncs  la  corba  caracteristica  per  al  parametre  s. 
Abu  la  snperficie  envolvent,  unić  de  caracterfstiques,  es 

ф,  t )  =  7(s)  +  *(-^уГ(+>  +  B(s))- 

La  normal  v  a  aqnesta  superficie  te  la  clireccio  de  ips  /\ipt.  Pero 

ps  =  T(s)  +  t\(s)T(s) 

<e,  =  -+|r(s)  +  B(s) 

on  A(s)  es  la  derivada  del  qnocient  —r(s)/k(s).  Per  tant,  psApt  te  la  direccio 
de  N(s),  i  per  tant  z/(q(s))  =  N(s),  i  q(s)  es  geodesica.  □ 

Com  l’envolvent  dels  plans  rectificants  es  desenvolupable105  i  cl  proces  de 
desenvolupar  sobre  el  pla  es  isometria,  la  geodesica  passa  a  una  recta,  i  ha 
qnedat  doncs  “rectificada” . 


11.5  Coordenades  geodesiques  i  coordenades 
polars  geodesiques 

Coordenades  geodesiques 

Sigui  q(u)  una  corba  sobre  una  superffcie  S.  Per  cada  v  considerem  la  ge- 
odesica  crv(u),  ortogonal  a  j(v)  en  aqnest  pnnt,  amb  сг„(0)  =  j(v),  parame- 
tritzada  per  l’arc,  i  tots  els  vectors  tangents  сг(,(0)  al  mateix  costat  respecte 

l(v)- 

Definim  una  carta  local  sobre  S  per 

p(u,v)  =  ov(u),  v  e  /,«£  (— e,  e), 

on  /  es  l’interval  de  definicić  de  q(u)  i  e  >  0  tal  qne  totes  aqnestes  geodesiqnes 
estiguin  definides. 

Е1  teorema  d’existencia  i  unicitat  de  solucions  de  les  equacions  diferencials 
i  la  dependencia  diferenciable  d’aquestes  respecte  de  les  conclicions  inicials 


105Vegeu  [29]. 
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aplicat  a  les  equacions  de  les  geodesiques  ens  assegura  que  aquest  e  existeix 
i  que  (f  es  una  verdadera  carta  local. 

De  fet,  cl  teorema  2.0.7,  ens  assegura  directament  que  < p(u,v )  es  dife- 
renciable  respecte  les  dues  variables  ja  que  les  condicions  inicials  queden 
determinades  per  г>.106 

En  aquesta  situacio  es  diu  que  (p(u,v)  es  un  sistema  de  coordenades  де- 
odesic. 

Les  corbes  coordenades  son  les  v  =  constant ,  que  son  geodesiques  i  les 
u  =  constant  formades  pels  punts  a  distancia  igual  a  aquesta  constant  de 
7(u). 

Demostrarem  mes  endavant  que  les  corbes  coordenades  es  tallen  ortogo- 
nalment,  es  a  dir,  amb  la  notacio  habitual,  que  F  =  0. 


11.5.1  Convexos  i  signe  de  la  curvatura  geodesica 

Amb  la  constuccio  que  acabern  de  fer  la  primera  forma  fonamental  es 


I  = 


1  0 
0  G 


Si,  a  mes  v  es  el  paramtere  arc  de  la  corba  inical  q(u),  G(0,v)  =  1.  Sabem 
quc  la  curvatura  geodesica  de  la  corba  coordenda  u  =  0  (es  a  dir,  de  'j(v))  es 
(Proposicio  11.1.4,  pagina  252) 


on 


b  (  \  ^ u 

k^v)  =  2G 


r)G 

G„  =  ^(o.u 


Els  sfmbols  de  Christoffel  no  nuls  son 

ri  _  ( 7  Г2  _  Cu  Г2  _ 

22  -  2>  12  -  2G>  22  ~  2G ■ 

Per  tant,  la  primcra  equacio  de  les  geodesiques  es  (denotem  g(s)  =  (u(s),v(s))) 


Gu 

2 


u"  -  -PV2  =  0. 


106En  una  primera  lectura  ometem  els  detalls  que  podeu  trobar  per  exemple  a  [33]. 
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Fixem  P  =  7(0)  i  w  =  7/O).  La  conclicio  de  convexitat  en  el  sentit  de  qne 
les  geodesiques  tangents  siguin  geodesiques  de  suport  equival  a  dir  u{s)  >  0 
per  s  G  (— e,  e). 

Observem  que 

u(0)  =  kg2(0)G(0,0) 

es  a  dir,  en  cl  punt  P,  u"  i  kg2  tenen  cl  mateix  signe. 


Suposem  kg2(0)  >  0.  Aixo  vol  dir  G.u(0,0)  >  0  i  per  tant  Gu(u,v)  >  0  en  un 
entorn  de  P.  En  particular  Gu(u{s),v{s))  >  0  per  a  valors  petits  de  s.  Es 
a  dir,  Gu  es  positiu  sobre  la  geodesica  g(s).  Aixo  implica  u"(s)  >  0  per  a 
valors  petits  de  s  i  aixi  u(s)  es  una  funcio  convexa. 

Pero  es  conegut  que  si  una  funcio  /  :  /  — >  M  es  convexa  llavors  per  a 
а,х  e  I,  tenim  f(x)  >  f(a)  +  f'(a)(x  —  a). 

En  el  nostre  cas,  com  (м'(0), n'(0)  =  (0,1),  tenim  и'(0)  =  0  i  per  tant 
u(x)  >  и(0)  +  u'(0)(x  —  0)  =  0,  cosa  que  implica  que  g(s)  es  geodesica 
suport. 

Recfprocament,  si  g(s)  es  geodesica  suport,  la  funcio  u(s)  es  tal  que  м(0)  = 
0  i  u(s)  >  0,  per  as£  (— e,  e).  Aixo  vol  dir  que  s  =  0  es  un  mmim  local  i 
per  tant  и"(0)  >  0  (si  fos  и"(0)  <  0  el  punt  s  =  0  seria  maxim).  Com  м"(0) 
te  cl  mateix  signe  que  kg2(0)  hem  acabat. 

Polars  geodesiques 

Quan  j(v)  es  redueix  a  un  punt  la  construccio  es  essencialment  la  matei- 
ха.  Les  geodesiques  surten  totes  del  punt  P  i  tenen  en  aquest  punt  vectors 
tangents  unitaris  en  totes  les  direccions  de  TpS. 
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Podem  parametritzar  aquesta  familia  de  geodesiques  a  partir  de  les  co- 
ordenades  polars  (r,a)  de  TpS  denotant  per  <та(г)  la  nnica  geodesica  tal 
qne 


o-e(0)  =  P 

~r  Ca(r)  =  <т'(0)  =  (cosa)ei  +  (sinade^ 
ar  r=o 

on  (е1,ег)  es  una  base  ortonormal  fixada  a  TpS.  En  particular,  com  per  ser 
geodesica  ||<т^(г)||  =  constant,  i  en  el  punt  r  —  0  aqnesta  norma  es  1,  tenim 
\\<т'а(г)\\  =  1,  Vr,  i  per  tant  r  es  parametre  arc. 

Aixo  permet  definir  una  carta  local  en  un  entorn  obert  de  P,  del  qnal 
excloem  cl  punt  P  i  la  geodesica  origen  d’angles,  per 


<p(r,a)  =  <ra(r), 

amb  (r,  a)  coordenades  polars  de  TpS,  amb  a  €  (0,  2n)  i  r  e  (0,  5)  amb  б  >  0 
tal  qne  totes  lcs  geodesiques  estiguin  definides. 

Com  la  condicio  inicial  depen  de  a  el  teorema  2.0.7  ens  assegnra  qne  <p 
es  diferenciable  respecte  les  dnes  coordenades. 

Com  en  cl  cas  anterior  aquf  tambe  es  compleix  qnc  lcs  corbes  coordenades 
es  tallen  ortogonalment,  es  a  dir,  amb  la  notacio  habitual,  que  F  =  0.  10' 


107Per  aplicar  el  teorema  2.0.7  hem  de  suposar  que  P  pertany  a  la  imatge  d’una  carta 
local  Les  funcions  /^(i),/2^)  del  teorema  2.0.7  son  ara  les  funcions  desconegudes 

que  compleixen  les  equacions  de  les  geodesiques  (les  coordenades  de  les  geodesiques  en  la 
carta  local  (U,if))  cpie  denotem  habitualment  (u(t),v(t)),  cle  manera  que  podern  escriure 
les  equacions  de  les  geodesiques  com 

r(t),  u'(t),  v'(t))  =  -rb(u(t),r(t))  •  и(Џ)  ■  Uj(t), 
F2(u(t),v(t),u'(t),v'(t))  =  -T2i:j(u(t),v(t))  -u'ift)  ■u'j(t)i 

(i,j  sumant  amb  el  conveni  U\  =  u,  =  v). 

Si  P  =  i/j(uo,  Vo),  i  W  =  (cos  a)ei  +  (sin  а)в2  €  TpS ,  on  (ei,  ег)  es  una  base  ortonormal 
fixada  a  Tp(S),  el  teorema  2.0.7  ens  assegura  que  per  cada  х  =  (x\,X2)  en  un  entorn  de 
(uo,  Vo)  a  U  i  per  cada  у  =  (у\,  у2)  en  un  entorn  de  w  =  (wi ,w^)  a  K2,  amb  di/jrUOtVo\(w)  = 
W,  existeixen  solucions  uniques  (u(t),v(t))  dels  sistema  diferencial,  que  ara  denotarem 


d2u 
dt 2 
đ2v 
dt 2 
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11.6  Geodesiques  com  minimals  de  longitud 

Es  curios  que  es  pot  veure  que  les  geodesiques  son  minimals  de  longitud  usant 
nornes  qne  la  geodesica  donada  forma  part  d’una  certa  famflia  uniparametrica 

de  geodesiques.  i  cl  lerna  de  Gauss. 

108 

Aquest  lcrna  cliu  cl  segiient. 

Lema  11.6.1  (Lema  de  Gauss)  Siguiy(v)  ипа  corba  sobre  una  superficie. 
Per  cada  v  considerem  la  geodesica  av(u)  ortogonal  a  q(u)  en  aquest  punt, 
amb  егц(0)  =  q(u)  i  totes  al  mateix  costat  respecte  q(u).  Quan  sobre  cadascu- 
na  d’aquestes  geodesiques,  que  suposem  parametritzades  per  l’arc,  considerem 

u(t,x,y),  v(t,x,y)  per  que  son  funcions  diferenciables  d’aquestes  5  variables,  tals  que 

u(0,x,y)  =  X\,  v(0  ,X,y)  =  X2, 

^(o  ,x,y)  =  yi,  ^(0,x,y)=y2. 

Llavors  les  geodesiques  a a(r)  anteriors  son  justament  (canviant  r  per  t) 


aa(t)  =  ip(u(t,  Uq,  Vq,  Wi,  w2) ,  v(t,  Uq,  Vq,  Wi,  w2)), 


(recordem  que  w i  i  w2  depenen  de  a)  ja  c^ue 

a (х  (0)  =  ф(и0,и0)  =  Р 

a'a(  0)  =  #(„  0,Уо)(т,^2)  =  W,  i  =  1,2. 

Com  u,  v  son  diferenciables  respecte  у  i  aquestes  у  passen  a  ser  ara  funcions  de  a, 
ip(r,a)  =  aa(t)  es  diferenciable  respecte  a. 

108Un  cop  vist  que  les  geodesiques  son  minimals  de  longitud  podem  comentar  com  trobar- 
les  sobre  una  superffcie  amb  una  mica  de  celdo.  Considerem  una  tira  de  paper  en  forma  de 
rectangle  de  base  gran  i  altura  molt  petita.  Imaginem  que  hi  tenirn  dibubcada  una  recta 
paral-lela  a  la  base  pel  centre  del  rectangle.  Si  emboliquem  la  superffcie  amb  ac^uesta  tira 
de  paper  veurem  que  les  tensions  del  paper  ens  van  portant  a  una  certa  rnanera  d’anar 
desplegant  el  rectangle.  La  corba  final  de  contacte  entre  la  recta  donada  sobre  el  rectangle 
de  paper  i  la  superffcie  es  una  geodesica.  La  idea  es  la  segiient.  Quan  la  tira  de  paper  esta 
plana  la  recta  alla  dibuixada  no  te  normal  principal.  Si  dobleguem  el  paper  sense  estirar- 
lo  ni  encongir-lo,  es  a  dir,  per  isometria  local,  la  recta  passara  a  tenir  normal  principal. 
Acjuesta  coincidira  amb  la  norrnal  al  paper  ja  que  la  recta  torgada  continua  sent  geodesica 
del  paper.  Si  anern  desplegant  el  paper  sobre  la  superficie  de  manera  que  la  normal  al 
paper  coincideixi  amb  la  normal  a  la  superffcie  (intentant  posar,  doncs,  el  paper  tangent  a 
la  superfi'cie)  la  normal  principal  a  la  recta  torgada  coincidira  amb  la  norrnal  a  la  superffcie 
i  en  sera  doncs  una  geodesica. 


270 


Agusti  Reventos 


el  punt  a  distancia  e  de  ^(v),  per  a  valors  petits  de  e,  el  conjunt  de  punts  que 
obtenim  forma  una  corba  que  es  una  trajectoria  ortogonal  a  les  geodesiques 
a v(u).  El  resultat  es  igualment  cert  si  7(1» )  es  redueix  a  un  punt.109 

Demostracić.  Primera  part.  Prenem  coordenades  geodesiques 
<p(u,v)  =  av(u ),  v  e  I,  v  G  (0,5), 

on  /  es  l’interval  de  definicić  de  7 (v).  Volcm  veure  que  la  corba  u  =  e,  es  a 
dir,  la  corba 

(p(e,v)  =  av(e) 

talla  ortogonalment  les  corbes  v  =  constant,  es  a  dir,  les  corbes 

<p(u,c)  =  ac(u). 


109Gauss  demostra  primer  aquest  resultat  per  al  cas  en  que  j(v)  es  reduebc  a  un  punt. 
En  dona  primer  una  demostracio  analitica  i  despres  una  de  geometrica  que  reprodui'm  a 
la  pagina  274.  L’enunciat  exacte  per  aquest  cas  que  dona  Gauss  es  Si  sobre  una  superficie 
corba  es  dibuixen  des  del  mateix  punt  inicial  un  nombre  infinit  de  linies  mes  curtes  d  ’igual 
longitud,  les  linies  que  uneixen  les  seves  extremitats  seran  normals  a  cadascuna  de  les 
linies.  I  l’enunciat  per  al  cas  general  es:  Si  sobre  una  superficie  corba  imaginem  una  linia 
gualsevol,  i  a  partir  de  punts  diferents  d’ella  es  dibuixen  perpendicularment  i  cap  a  un 
mateix  costat  una  infinitat  de  linies  mes  curtes  de  la  mateixa  longitud,  la  corba  que  uneix 
les  seves  altres  extremitats  talla  cadascuna  de  les  Imies  en  angle  recte. 
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Per  a  aixo  observem  que  la  segona  equacio  de  les  geodesiques  aplicada  a 
les  corbes  v  =  constant,  es  a  dir  corbes  del  tipus  Lp(u,v o),  es  redueix  a 

T2uu'2  =  0 

ja  que  v'  =  v"  =  0.  De  fet,  u'  =  1  ja  que  u  es  parametre  arc.  Am,  =  0, 
pero  com  que 

2  _  2  EFU  —  EEV  —  FEU 
11  “  2  (EG-F2) 

i 

_  др  д(рх  _  dav(u )  dav(u)  _ 

~{ди7ди}~{  du  du 

perque  u  es  el  parametre  arc  de  les  geodesiques  v  =  constant,  tenim 


11  (G  -  F2) 

i  per  tant  Fu  =  0.  Pero  com  qne  per  constrnccio  de  les  coordenades  ge- 
odesiqnes 


F(0,v)  =  ( 


dav(u)  dav(u) 
du  |«=о’  dv  |«=o 


)  =  K(0),7'(u))  =  0, 


ha  de  ser  F(u,  v)  =  0  per  tot  u.  Aixo  prova  la  primera  part  del  lema. 

Segona  part.  Quan  j(v)  es  redneix  a  un  punt  P  el  raonament  es  essenci- 
alment  cl  mateix.  Prenem  coordenades  polars  geodesiqnes 


ip(r,a)  =  aa(r), 

amb  (r,  a)  coordenades  polars  de  TpS,  amb  a  G  (0,  27г)  i  r  G  (0,  5)  amb  б  >  0 
tal  qne  totes  les  geodesiqnes  estignin  definides. 

Volem  venre  qne  la  corba  r  =  e,  es  a  dir,  la  corba  parametritzada  per 
l’angle  a, 

(p(e,a)  =  aa(e) 

talla  ortogonalment  les  corbes  a  =  constant,  es  a  dir  les  geodesiqnes  per 
l’origen 


ip(r,c)  =  ac(r). 
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Es  veu,  amb  exactament  cl  mateix  argument  qne  abans  sobre  els  simbols 
de  Christoffel,  qne  Fr  =  0,  es  a  dir,  que  F(r,  a )  es  constant  sobre  les  ge- 
odesiqnes  a  =  constant. 

Ara  no  es  tan  rapid  conclonre  d’aqui  qne  F(u,  v)  =  0  per  tot  v  ja  qne  no 
tenirn  la  condicio  inicial  F(0,v)  =  0,  ja  que  en  P  les  coordenades  polars  no 
estan  definides  (la  constrnccio  qne  fem  no  es  injectiva).  No  obstant,  es  pot 
venre  qne 


lim  F(r,a)  =  0. 

r— >-0 

D’aqm  es  dedneix,  raonant  per  l’absurd,  que  F(r,  a)  =  0  per  a  tot  (r,  a)  de 
l’obert  de  definicio  de  (p. 

Per  demostrar  que  limr^0  F(r,  а)  =  0  recordem  que  F  =  {(pr,  (pa)  i  que 


lim  ша 

r— 


ja  que  la  derivada  primera  es  continua  (commuta  amb  cl  pas  al  lmrit)  i 
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сга(0)  =  P  per  a  tot  а.  Analogament 

д(7  (v') 

Hm  ipr  =  lim  — £ =  сг'а(  0), 

r- >o  v — or 

qne  te  modul  1  (utilitzarem  nomes  que  esta  acotat).  Aixi, 


limA(r,  а)  =  lim(9?r,<y9a)  =  (lim  tpr,  lim  ipa)  =  0.  □ 

r—>0  r—>  0  'г— »-0  r— >-0 

Proposicio  11.6.2  Sigui  a(u )  una  geodesica  sobre  S ,  i  siguin  P  =  cr(-ui)  i 
Q  =  a(uQ ■  Suposem  que  a(u )  es  la  corba  a0(u)  d’un  sistema  de  coordenades 
geodesiques  (o  polars  geodesiques)  ip(u,v )  =  av(u).  Llavors  a(u)  es,  en  aquest 
entorn,  el  сатг  mes  curt  entre  P  i  Q. 

Demostracić.  Considerem  una  corba  arbitraria  v  =  ф(и)  que  connecti  els 
punts  P  i  Q,  com  indica  la  figura.  En  particular,  ф(и i)  =  ф(и2)  =  0. 


Pel  lcrna  de  Gauss  la  primera  forrna  fonamental  en  aquestes  coordenades 
te  matriu 


I 


1  0 
0  G 


Per  tant,  la  longitud  d’aquesta  corba  es 


i  es  clar  que  el  valor  nnnim  d’aquesta  integral  s’agafa  quan  ф'  =  0,  que 
implica  ф(и)  =  0,  es  a  dir,  quan  la  corba  es  la  geodesica  v  =  0.  □ 
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L’argument  geometric  de  Gauss 

Diu  Gauss:  Hem  pensat  que  val  la  pena  deduir  aquest  teorema  a  partir  de 
la  propietat  fonamental  de  les  Imies  mes  curtes:  pero  la  veritat  del  teorema 
es  fa  evident  sense  cap  calcul  mitjangant  el  raonament  segiient.  Siguin  AB, 
AB'  dues  Imies  de  longitud  mmima  de  la  mateixa  longitud  que  formen  en 
A  un  angle  infinitament  petit,  i  suposem  que  algun  dels  angles  formats  per 
Velement  BB'  amb  les  Unies  BA,  B' A  difereiz  d’un  angle  recte  per  una  petita 
quantitat;  llavors,  per  continuitat,  Vun  sera  mes  gran  i  Valtre  mes  petit  que 
un  angle  recte. 


в 


в' 


A 

Suposem  que  Vangle  en  B  es  =  90°  —uj,  i  prenem  un  punt  C  sobre  la  Unia 
AB ,  tal  que  BC  —  BB'  ■  cosec  u>  :  llavors,  com  que  el  triangle  infinitament 
petitBB'C  es  pot  considerar  pla,  tindremCB'  =  BC-cosuj,  i  consegiientment 

AC+CB'  =  AC+BC-cosu  =  AB-BC -(I-cosuj)  =  AB' -BC -(1-cosuj), 

i.e.,  el  сатг  de  A  a  B  a  traves  del  punt  C  es  mes  curt  que  la  Unia  de  longitud 
mmima.  Q.  e.  a. 


11.7  Desenvolupament  de  Taylor  de  \[G 

Hem  vist  que  tant  si  prenem  coordenades  geodesiques  com  coordenades  polars 
geodesiques  la  primcra  forrna  fonamental  s’escriu 


1  0 
0  G 
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La  diferencia  rau  en  que  per  a  coordenades  geodesiques  tenim 
G(0,u)  =  l,  -^y/G(0,v)  =  0 

com  es  dedueix  trivialment  de  la  definicio  i  de  l’expressio  de  la  curvatura 
geodesica  de  les  corbes  coordenades,  Proposicio  11.1.4,  pagina  252,  sempre 
i  quan  suposem  que  la  corba  u  =  0,  a  partir  de  la  qual  es  construeixen  les 
coordenades  geodesiques,  es  tambe  una  geodesica  de  parametre  v\  i  per  a 
coordenades  polars  geodesiques  tenim 


Q 

lim  G(r,a)  =  0,  lim(  —  \/G(r,  a))  =  1.  (11.19) 

r— r— >-0  or 

com  es  dedueix  immediatament  de  la  proposicio  segiient  (vegeu  l’argument 
de  Gauss  a  la  pagina  312). 

Proposicio  11.7.1  Sigui(p(r,a)  un  sistema  de  coordenades  polars  geodesiques. 
Llavors, 

m(r,  a)  =  r  +  o(r),  r  — >  0 

on  m(r,  a)  =  V+r  a)  i  o(r)  es  una  funcio  de  r  i  a  tal  que 


r— >  0  r 

Demostracio.  Recordem  que  tenir  coordenades  polars  geodesiques  vol  dir 
tenir  una  aplicacio  (p(r,  a)  que  associa  a  cada  punt  (r,  a)  G  [0,  oo)  х  (0,  27г) 
el  punt  Q  de  la  superficie  S  que  dista  r  d’un  punt  fixat  P  G  S  (distancia 
mesurada  per  sobre  la  geodesica)  i  tal  que  l’angle  en  P  entre  una  geodesica 
per  P  fixada  a  priori  i  la  geodesica  PQ  es  a. 

Per  Taylor  respecte  de  r  (les  derivades  en  r  =  0  son  derivades  per  la 
dreta)  tenim 


(p(r,a)  =  (p(  0,a)  +  (pr(0,a)r  +  (prr(0,a)—  +  ... 


que  es  pot  escriure  com 


<p(r,  ot)  =  P  +  f(a)r  +  g(a)  —  + 
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i  am 

g  =  /'(«)  г  +  д\а)Г-  +  ... 

Observem  que  f(a)  =  tpr( 0,  ск)  es  cl  vector  tangent  unitari  a  la  geodesica 
determinada  per  a,  en  P. 

Com  cosa  =  (/(0), /(«)),  derivant  tenim 

-sina  =  (/(0),  f'(a))  =  \  f'(a)\ cos/ 

on  /  es  l’angle  entre  /(0)  i  f'(a).  Pero  com  (f(a),  f(a))  =  1,  tenim  (f(a),  f'(a )) 
0,  de  manera  que  f  =  a  +  7г/2. 110  Per  tant  —  sina  =  cos/  i  |//(a)|  =  1. 

Fet  aixo  ja  podem  calcular  m  =  VG.  En  efecte, 

G  =  Ђо)  =  (/,(a)r+^(Q!)y +•  •  • ,  /\ог)г+д'(а)Г—+.  •  • )  =  |//(а)|2г2+. . . 

on  els  punts  suspensius  corresponen  a  termes  amb  potencies  de  r  superior  a 
2.  Com  \  f'(a)\  =  1  tenim 

G  =  r2  +  o(r2) 

i  per  tant 

m  =  r  +  o(r) 

d’on  es  dedueixen  trivialment  les  igualtats  que  volicm.  □ 


11.8  Teorema  de  Minding 

Teorema  11.8.1  Dues  superficies  amb  la  mateixa  curvatura  de  Gauss  cons- 
tant  son  localment  isometriques.lu 

110S’ha  d’excloure  el  cas  £  =  a  +  Зтт/2.  Tambe  es  pot  raonar  escrivint  f(a)  respecte 
d’una  base  ortonormal  ei,e2,  amb  ei  =  /(0).  Llavors  les  components  de  f(a)  respecte 
d’aciuesta  base  son  cosa  i  sina,  de  manera  que  f'(a)  te  components  —  sina,cosa  i  per 
tant,  te  norma  1. 

mEl  problema  de  Minding,  proposat  per  ell  el  1839  al  Journal  de  Crelle,  es  mes  general. 
Concretament:  Trobar  condicions  necessaries  i  suficients  per  tal  de  que  una  superficie  es 
ридиг  aplicar  sobre  una  altra.  Aplicar  vol  dir  aplicar  isometricament.  No  fa  referencia  a 
curvatura  constant.  Podeu  trobar  mes  informacio  a  [12],  capftol  IX.  En  canvi  es  curios 
que  donades  dues  superffcies  qualssevol  es  poden  aplicar  sempre  conformement  l’una  sobre 
l’altre  (es  el  teorema  d’existencia  de  coordenades  isotermals,  vegeu  per  exemple  [33]). 
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Demostracio.  Volem  demostrar  que  donades  dues  superficies  .S'i  i  S2,  i  punts 
Pi  6  Si,  P2  £  S2,  existeixen  entorns  oberts  V\  de  P\  a  Si  i  V2  de  P2  a  S2  i 
una  isometria  ф  :  V  — >  V2. 

Prenem  coordenades  polars  geodesiques  (r,  a)  centrades  a  Pi .  Sabem  que 
llavors  els  coeficients  de  la  primera  forma  fonamental  son  E  =  1,  F  =  0  i  G 
complcix 

(VG)rr  +  KVČ  =  0.  (11.20) 

I  sabem  tambe,  equacio  (11.19),  que 

lim  VG  =  0,  lim(\/G)r  =  1. 

r— >-0  r— >-0 


Cas  K  =  0.  Llavors,  per  (11.20),  (VG)r  =  g{ot)  регб,  per  la  conclicio 
inicial,  ha  de  ser  g(a)  =  1  i  per  tant 


VG  =  r  +  f(a). 


Novament  per  la  condicio  inicial  ha  de  ser  f(a)  =  0  i  per  tant 


G  =  r 


2 


Cas  K  >  0.  Llavors,  per  (11.20), 

VC  =  A(a)  cos (VKr)  +  B(a)  sin  (VKt) 
регб,  per  la  conclicio  inicial,  ha  de  ser  A(a)  =  0  i  per  tant 

(VČ)r  =  B(a)VK  cos  (VKr). 

Novament  per  la  conclicio  inicial  ha  de  ser  B(a)  =  1/VK  i  per  tant 

G  =  sin2  (V~Kr). 

к 

Cas  K  >  0.  Llavors,  per  (11.20), 

VG  =  A(a)  cosh (V—Kr)  +  B(a)  sm\\(V—Kr) 
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pero,  per  la  conclicio  inicial,  ha  de  ser  A(a)  =  0  i  per  tant 

(VG)r  =  B(a)V^K  cos  h  (л/Кг). 

Novament  per  la  condicio  inicial  ha  de  ser  B(a)  =  1  / \J — K  i  per  tant 

G  =  —  sinh 2(V~Kr). 

к 

Fem  el  mateix  a  P2,  es  a  dir,  considerem  coordenades  polars  geodesiques 
(r,a)  centrades  a  P2.  Obtindrem,  en  els  tres  casos  K  =  0,K  >  0 ,K  > 
0  exactament  la  mateixa  expressio  per  als  coeficients  de  la  primera  forma 
fonamental  de  S2. 

Considerem  ara  l’aplicacić  qne  envia,  en  cada  cas,  el  punt  de  coordenades 
(r,  a)  de  S\  al  punt  de  coordenades  (r,  a)  de  S2.  D’aquesta  manera  tenim 
una  aplicacio  que  conserva  la  primera  forrna  fonamental  i  que  per  tant  es 
isometria. 

Е1  problema  es  que  l’origen  de  coordenades  polars  i  la  geodesica  respecte 
de  la  qual  es  comencen  a  mesurar  els  angles  no  pertanyen  a  l’obert  on  es- 
tan  definides  aquestes  coordenades.  No  obstant,  podern  estendre  l’anterior 
aplicacić  enviant  els  punts  de  la  geodesica  inicial  a  ćp  que  estan  a  distancia 
r  de  P\  als  punts  de  la  geodesica  inicial  a  S2  que  estan  a  distancia  r  de  P2. 
Tenirn  aixf  una  isometria  entre  els  punts  de  l’obert  V\  format  pels  punts  de 
S i  que  estan  a  distancia  de  P\  mes  petita  que  una  cert  б  >  0  sobre  els  punts 
de  l’obert  V2  format  pels  punts  de  S2  que  estan  a  distancia  mes  petita  que  б 
de  P2.  □ 

En  general  dues  superffcies  amb  la  mateixa  curvatura  de  Gauss  constant 
no  son  globalment  isometriques.  Hi  ha,  per  exemple,  superficies  de  revolucio 
de  curvatura  constant  positiva  que  no  s’apliquen  sobre  un  tros  d’esfera  per 
moviments  rfgids  de  M3.  Per  exemplc,  si  K  =  1,  nornes  hem  de  posar 

<p(u,v)  =  (f(v)cosu,  f(v)sinv,g(v)) 

amb  f(v)  =  cosv  +  sinr,  (de  fet  podern  agafar  qualsevol  solucio  de  de  f"  + 

Kf  =  f"  +  f  =  0)  i 

pv 

g(v)  =  /  V sin  2v  dv,  0  <  v  <  7г/2, 

J  o 


(ha  de  ser  f'2  +  g'2  =  1). 
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Al  tractar  aquests  ternes  sempre  surten  integrals  el-Hptiques.  Vegeu  un 
estucli  de  superficies  de  revolucio  de  curvatura  constant  a  [10]. 

Un  exemple  d’una  superffcie  de  curvatura  de  Gauss  constant  que  no  es 
una  esfera.  ni  de  revolucio,  va  ser  donada  per  Sievert  a  la  seva  tesi  dirigida 
per  Enneper.  Esta  donada  per 


X  = 

r(u,  v)  cos  ф(и) 

У  = 

r(u,  v)  sin  ф(и) 

z  = 

-^=(ln(tan(u/2)))  +  (C  +  1  )a(u,v)  cosv 

Vc 

una  constant  i 

a(u,  v) 

2 

C  +  1  —  C  sin2  v  cos2  u 

r(u ,  v) 

=  a(u,  v)J (1  +  —  )(1  +  C  sin2  u)  sin  v 

ф(и) 

=  —  +  arctan(V( C  +  1  tan  u) 

Tarnbe  es  important  remarcar  el  teorema  de  rigidesa  de  l’esfera  que  donem 
sense  demostracio. 


Teorema  11.8.2  (Hilbert-Liebmann)  Una  superficie  compacta  i  соппеха 
amb  curvatura  de  Gauss  constant  es  una  esfera. 

En  canvi  mitja  pilota  de  tennis  es  pot  modificar  isometricament  pressionant- 
la  una  mica. 


11.9  Equacions  de  Lagrange 

Les  equaeions  de  les  geodesiques  es  poden  escriure  rnolt  facilment,  sense 
recorre  explicitament  als  simbols  de  Christoffel,  utilitzant  les  equacions  de 
Lagrange  del  calcul  de  variacions. 

Suposem  que  tenim  una  funcio  de  2 n  +  1  variables 


L  =  L(t,  x,y),  х  =  (xi,  ...,xn),y  =  (y1,...,yn). 
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Suposem  que  volem  trobar  una  funcio  h  :  №  — >  Шп  qne  minimitzi  la 
integral 

L(t,  h(t),  h'{t))dt. 

Per  trobar  h(t)  nornes  hem  de  resoldre  l’equacio112 

ddL  dL 

d,tKdyk  дхк 

S’ha  d’entendre  qne  primer  es  calculen  les  derivades  parcials  de  L ,  qne 
son  fnncions  de  (t,  x,y),  i  un  cop  calculades  substitui'm  х  per  h(t),  у  per  h'(t), 
i  es  llavors  que  calculem  la  derivada  respecte  t  de  dL/dyi. 

Denotem  дгј  =  дкј(х)  els  coehcients  de  la  primera  forrna  fonamental  de 
manera  que  per  calcular  la  longitud  d’una  corba  q(f)  =  ip(x\(t),X2(t))  po- 

I  1  S 

sem 


Dehnim  l’energia  de  7 (t)  com 


Per  trobar  les  corbes  d’energia  niinima  podem  aplicar  Lagrange  al  funci- 
onal 

L  =  L(t,  х,  у)  =  ^2дгј(х)угУј 
i,j 

(110  depen  exphcitament  de  t). 

Per  aplicar  Lagrange  fem  prirner  les  derivades  parcials 


dL 

dxk 

dL 

дук 


2  У]  9кјУј 
j 


112Es  relativament  facil  de  demostrar  aquest  fet,  amb  els  arguments  tipics  del  calcul  de 
variacions,  que  de  mornent  acceptem. 

113Utilitzo  (xi,X2)  i  no  (u,v)  perque  aixf  els  calculs  es  generalitzen  automaticament  a 
dimensio  arbitraria. 
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Ara  substitui'm  les  x's  i  les  y's  de  la  darrera  equacio  per  lcs  coordena- 
des  de  la  corba  buscada  i  les  seves  derivades,  es  a  dir,  les  x's  per  x(t)  = 
(xi(t), . . .  ,xn(t))  i  les  у' s  per  x'(t)  =  (x[(t) , . . . ,  x'n(t)) .  I  un  cop  fet  aixo 
derivem  respecte  t  utilitzant  la  regla  de  la  cadena. 

Tenim 

f)T 

—  (t,x(t),x'(t))  =  2  ^2gkj(x(t))xj(t) 

i  per  tant 


d  д  L 
dt  дук 


2Y1  d9kQ*^ xi(t)x'j(t)  +  2  Y^gkj(x(t))xj(t) 

i,3  '  3 


L’equacio  de  Lagrange  s’escriu  doncs 


Ј2(++х"  +  Ј2 

3  г,ј 


dgkj 

дХг 


x(x 


/ 

3 


1 

2 


E 


dg 

дх 


IJ  / 

ХаХ 


/ 

r 


Per  manipular  millor  aquest  factor  1/2  escriurem  aquesta  formula  com 


3  i,j 

~rk 


1  ( 9gkj  ,  dgki  dg,j  ^  _j  ^j 


2  V  дхј 


+ 


дхј 


дхт 


хгХј  =  0. 


Multiplicant  per  grk  (terme  (r,  k)  de  la  matriu  inversa  de  la  matriu  дг] )  i 
sumant  per  k  obtenim 


3,к 


i,j,k 


1  „ rk  ( dgkj  ,  dgki  dg^ 
dxi. 


дхј  ^  дх 


/  /  r\ 

х^Хј  =  0. 


Recordant  Lexpressio  dels  sfmbols  de  Christoffel  en  funcio  de  la  metrica, 
donada  a  la  pagina  238  (canviant  els  papers  de  r  i  k)  obtenim 


xr  +  Ггзхгхз  -  °> 
i,j 

que  coincideix  amb  l’equacić  (11.16)  de  les  geodesiques  parametritzades  que 
hem  obtingut  a  la  pagina  262. 


Nota  11.9.1  Aquestes  equacions  impliquen  que  la  corba  x(t)  que  les  com- 
plcix  esta  parametritzada  proporcional  a  Гагс,  com  hem  vist  a  la  Proposicio 
11.4.3  i  a  l’exercici  11.10.18. 
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Aixo  fa  que  els  extremals  d’energia  siguin  extremals  de  longitud,  ja  que 
aquests  es  trobarien  aplicant  les  equacions  de  Lagrange,  no  a  L  —  9гј{х)УгУј, 
sino  a  \/Z. 

Pero 

d.d\fL  d  (  1  dL  Л  ld  dL  1  д L  д \[L 
d.t  дук  dt\2\/L  дук  )  2\fZdt  дук  2\fZdxk  дхк 

ja  que  L{t)  =  Zfij  9ij(x(Z))x'ix'j  es  constant,  per  estar  x(t)  parametritzada 
proporcional  a  Гагс.  Per  tant,  \JZ  compleix  les  equacions  de  Lagrange. 

Е1  mateix  argument  mostra  que  ser  mmim  de  longitud  no  implica  ser 
nnnim  d’energia  ja  que  en  aquest  cas  no  tenim  L(t)  constant  i  no  podem 
reproduir  el  calcul  anterior. 

Per  trobar  lcs  equacions  diferencials  dels  nnnims  de  longitud  nomes  hem 
d’aplicar  Lagrange  a  \fZ. 

Tenim 

d.d\fZ  d  (  1  .  <9L  Л  .  1  ydL  ld.dL 
d.t  дук  dt  \2\fZ  дук  )  2  fZ  дук  +  2\fZdt  дук 

d\fZ  _  1  dL 

дхк  2  \/Z  дхк 

Es  a  dir, 

r-  1  dL  d.dL  dL  _ 

2  \/Z  дук  +  dt  дук  дхк 

que,  aprofitant  els  calcul  anteriors,  es  pot  escriure  com 
V  дТ 

~2 +  2(<  +  S  г^6)  =  «■  (ii  2i) 

i,j 

on  la  L  que  apareix  aquf  s’ha  de  suposar  restringida  a  la  corba  ,  es  a  dir, 

L  —  Zfjij9ij(x(t))x'i(t)x'j(t),  L'  =  d.L/dt,  i  la  derivada  д L/dyk  valorada  en 
(x(t),x'(t)),  i.e.  primer  derivem  L(t,x,y)  respecte  yk  i  despres  substitui'm  х 
per  x(t)  i  у  per  x'(t). 
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Per  exemple,  la  corba  7 (t)  =  (' t3,t 3)  110  es  una  geodesica  parametritzada 
de  M2  ja  que  110  esta  parametritzada  proporcional  a  Гагс.  En  canvi,  compleix 
les  equacions  (11.21),  ja  que 

f)T 

L  =  yl  +  yl  x~=2  yu  L(t)  —  x[(t)2  +  x'2(t)2  —  18t4 

ОУг 


Per  tant 


L'  8L 
2  Ldyk 


+  2 ix"  +  Y  Tijxix'j) 
i,j 


72 13 
36D 


6 12  +  2(6 1)  =  0,  k 


1,2. 


11.10  Exercicis 


Exercici  11.10.1  Sigui  q(s)  ипа  corba  sobre  una  superffcie  S,  parametrit- 
zada  per  Гагс.  Posem  P  =  7(0).  Calculeu  la  normal  principal  de  la  corba 
7(3)  que  s’obte  projectant  ortogonalment  7(5)  sobre  TPS. 

Solucić.  Left  to  the  reader. 


Exercici  11.10.2  lu[Evolutes  sobre  superficies  reglades]  Sigui  (U,(p)  una 
parametritzacio  d’una  superficie  S  per  coordenades  principals,  es  a  dir,  tal 
que  les  corbes  u  =  constant  i  v  =  constant  son  Unies  de  curvatura.  Con- 
siderem  la  superficie  reglada  formada  per  les  rectes  tangents  en  els  punts  de 
la  linia  de  curvatura  u  =  u0  en  la  direccio  de  l’altre  linia  de  curvatura  que 
passa  pel  punt.  Demostreu  que  aquesta  superficie  es  desenvolupable  i  que  la 
distancia  sobre  cada  generatriu  des  de  cada  punt  P(v)  =  lp(uq,v)  fins  Veix  de 
regressio  es,  en  valor  absolut,  Vinvers  de  la  curvatura  geodesica  de  la  corba 
u  =  u0  en  P(v)  (radi  de  curvatura  geodesic). 

Solucio.  Una  parametritzacio  de  la  superffcie  que  ens  donen  es 


f(v,t)  =  <p(uq,v)  +te(v) 
011  e(v)  es  el  vector  unitari 

1 


e(v  = 


лЈЕ(и0д 


~-ipu(u0,v), 


114Problema  882  de  [13]. 
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que  escriurem  simplement  com 


e  ■Уер" 

Denotem  e,  f,g  els  coeficients  de  la  segona  forma  fonamental  d’aqnesta 
superffcie  reglada.  Com  фи  =  0,  es  clar  que  g  =  0  i  per  tant,  la  curvatura  de 
Gauss  K  sera  zero  si  i  nomes  si  /  =  0.  Pero 

Ф  V  Л 

|  Фи  Л  | 

(<pv  +  tev)  Л  e 
\{<Pv  +  tev)  Л  e| 


Com  ev  ■  (ev  Л  e)  =  0, 

~  _  ipv  Л  e 

|(</+  +  tev)  Л  e| 

Pero,  pel  fet  de  que  estern  treballant  amb  coordenades  principals,  tenim 
/  =  0,  que  equival  a  dir  que  ipuv  es  tangent  a  la  superffcie,  i  per  tant,  ev 
tambe.  Com  ipv  Л  e  te  la  direccio  de  la  normal  a  la  superffce,  /  =  0  com 
volfem  demostrar. 

Ara  que  ja  sabem  que  es  desenvolupable115  busquem  la  corba  que  la  desen- 
volupa,  es  a  dir,  una  corba  tal  que  lcs  seves  tangents  son  les  rectes  de  la 
superffcie  reglada  (eix  de  regressio  o  evoluta). 

Aquesta  corba  sera  del  tipus 

a(v)  =  <p(uo,v)  +t(v)e(v) 

amb  la  condicio  de  que  <r'(v)  tingui  la  direccio  de  e(v).  Derivant, 
cr'(v)  =  <pv (uq,  v)  +  t'(v)e(v)  +  t(v)e'(v), 


que  escrivim 


cr'  =  <pv  +  t'e  +  te' , 


115A  partir  d’aqui  el  problema  es  pot  fer  sense  calculs,  nomes  recordant  la  propietat  de  les 
evolutes  planes  (la  distancia  entre  la  corba  i  la  evoluta  es  el  radi  de  curvatura),  i  adonar-se 
llavors  que  en  el  proces  de  desenvolupament  la  curvatura  geodesica  es  constant.  En  el  pla 
la  curvatura  i  la  curvatura  geodesica  coincideixen. 
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pero 


)v <Pu  + 


VE^ 


i.  per  tant,  perque  сг'  tingui  la  direccio  de  e  ha  de  ser 


<Pv  +  t 


1 


0. 


Es  a  dir, 

Pero,  en  el  punt  ( u0,v ), 


1  +  t — ~/=Tl2  —  0- 
Ve 


Ch=+=VEk,2 


on  kg2  =  kg2(uo,v)  es  la  curvatura  geodesica  de  la  lmia  coordenada  u  =  uq 
(recordeu  els  valors  dels  shnbols  de  Christoffel  a  la  pagina  238,  les  fćrmules 
per  a  la  curvatura  geodesica  de  lcs  corbes  coordenades  a  la  Proposicio  11.1.4, 
pagina  252,  i  tingueu  en  compte  qne  F  =  0  per  estar  treballant  en  coorde- 
nades  principals). 

Per  tant  t,  que  representa  la  distancia  dcl  punt  P(v)  sobre  la  directriu 
fins  el  punt  de  l’eix  de  regressio,  val 


t  =  — 


1 


o  mes  exphcitament, 


com  volfem  venre. 


t(v) 


1 

kg2(uo,v) 


Exercici  11.10.3  Demostreu  que  donades  dues  funcions  a,b  :  I  — >  M  di- 
ferenciables  definides  en  un  obert  I  de  №,  tals  que  a2  +  b2  =  1,  existeix 
в  :  I  — »  M  tal  que  a(t)  =  cos (9(t))  i  b(t)  =  sin(0(t)),  Vt  G  /. 

Solucio.  Fixem  t0  G  /  i  $o  tal  que  a(t0)  =  cos90  i  b(t0)  =  sin0O- 
Definim 
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Considerem  la  funcio 

A(t)  =  ( a(t )  —  cos  0(t))2  +  (b  —  sin  0(t))2. 

Volcm  demostrar  que  A(t)  =  0,  Vč  G  I.  Derivem  i  tenim 

A'(t)  =  (2  —  2(acos0  +  bsinO))' 

=  2(—a(sm0)0'  +  b(cos0)0'  +  a'  cos  0  +  b'  sind) 

=  —b'( sin  0)  (a2  +  b2)  —  a'(cos  0)  (a2  +  b2)  +  a'  cos  0  +  b'  sin  0 
=  0 


Per  tant  A(t)  es  constant  i  com  en  el  punt  to  val  0  hcm  acabat. 


Exercici  11.10.4  (Torsio  geodesica)  Sigui  q(s)  una  corba  sobre  una  su- 
perficie  S,  parametritzada  per  l’arc.  Sigui  P  =  q(0)  i  (T,e)  una  base  orto- 
normal  positiva  de  TPS  amb  T  =  7'(0).  La  torsio  geodesica116  de  7 (s)  en  P 
es 

R  =  (^(п),е) 

on,  com  sempre,  u(s)  =J\f(+(s)),  i 


u'(0) 


dv(s) 
ds  p=o 


Demostreu  que 

a) 

тд  =  (k\  —  k2)  cos  a  sin  a, 
on  a  es  Tangle  de  e\,  direccić  principal,  a  T . 

b) 

0'(  0)  =  Т  -  Тд 

on  0  es  l’angle  orientat  entre  N  i  v.  Orientat  vol  dir  que  hem  de  sortir  de 
N  en  direccio  B.  En  particular,  cos 0(s)  =  (v(s),N(s)).  En  particular,  тд 
coincideix  amb  la  torsić  de  la  geodesica  que  passa  pel  punt  P  amb  la  mateixa 
tangent  que  la  corba  considerada. 

c)  Les  Imies  de  curvatura  tenen  torsio  geodesica  zero  en  tots  els  seus 
punts,  i  aguesta  condicio  caracteritza  les  Imies  de  curvatura. 


116Terme  introdui’t  per  Bonnet,  ja  que  coincideix  amb  la  torsio  de  la  geodesica  que  passa 
pel  punt  amb  la  mateixa  tangent  que  la  corba  considerada.  Регб  a  diferencia  de  la  cur- 
vatura  geodesica  la  torsio  geodesica  no  es  conserva  per  deformacions  (isometries)  de  la 
superffcie. 


Geometri a  Diferencial  Classica 


287 


Solucio.  a)  Sigui  T  =  7'(0)  de  manera  que 

T  =  cos  ае\  +  sin  ае2. 


Apliquem  l’endomorfisme  de  Weingarten  i  tenim, 


Pero 

de  manera  que 


W (T)  =  k\  cos  а  e\  +  k2  sin  а  e2. 

W(T)  =  —dJ\f(T)  =  -v'(  0) 

(А(0),е)  =  (— k\  cosa  e\  —  £7  sin  а  e2,  e) 
(k\  —  k2)  sinacosa 


ja  que 

(ei,e)  =  cos(a  +  7г/2)  =  —  sina 
(e2,e)  =  cosa 


в2 


Dibuiz  en  el  pla  tangent,  amb  el  normal  apuntant  al  lector 
b)  Nornes  hem  de  derivar 

cos  9(s)  =  (u(s),  N(s)) 

i  tenim 


=  (v',  N)  +  (v,  -kT  -  тВ) 
=  (v' ,  N)  —  t(v,  B), 


—  sin  в  в' 


Agusti  Reventos 


pero  (mirem  cl  clibuix  adjunt) 

N  =  ( N ,  e)e  +  (N,  v)v  =  cos (9  —  ж/2)  e  +  cos  6v  =  sin#  e  +  cos  9v 
i  per  tant 

(v' ,  N )  =  sin  9(v' ,  e )  =  тд  sin  9 

ja  qne  (v',  v)  =  0. 

L’angle  entre  v  i  B  es,  com  es  ven  a  la  fignra,  2ћ  —  9  +  ћ /2  =  5ћ /2  —  9  i 
per  tant 

(v,  B)  =  sin  9 


Aixi 

—  sin  9  9'  =  тд  sin  9  —  т  sin  9, 

es  a  dir, 


9’  =  ~тд  +  т 


com  voliem. 

Si  la  corba  donada  es  una  geodesica,  9  =  0,  i  per  tant  sobre  una  geodesica 
la  torsio  i  la  torsio  geodesica  coincideixen. 

Mes  encara,  la  torsić  geodesica  de  7 (s)  em  7(0)  es  la  torsio  de  la  geodesica 
que  passa  per  7(0)  amb  vector  tangent  7'(0).  Aixo  es  consequencia  de  Гараг- 
tat  a),  ja  qne  la  formula  тд  =  (. k\  —  k 2 )  sinacosa  ens  diu,  en  particular,  que 
per  calcular  тд  en  un  punt  nomes  hem  de  coneixer  k\  i  к?  en  aquest  punt,  i 
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l’angle  que  forma  el  vector  tangent  a  la  corba  amb  les  direccions  principals, 
es  a  dir,  nornes  depen  del  vector  tangent. 

c)  Suposem  k\  V  k2.  Llavors  cl  resultat  es  conseqiiencia  directa  de  a). 
Observem  que  obre  les  geodesiques  la  torsio  i  la  torsio  geodesica  coinci- 
deixen,  de  manera  que  podem  dir  que  ипа  geodesica  (no  recta)  es  plana  si  i 
nomes  si  es  linia  de  curvatura. 

Exercici  11.10.5  Demostreu  que  la  torsio  geodesica  d’una  corba  7 (t)  = 
tp(u(t),v(t)),  pon  com  sempre  tp(u,v)  es  una  carta  local,  esta  donada  per 

v'2  —u'v'  u'2 
E  F  G 

_ _ e  f  g _ 

T°  ~  ( Eu' 2  +  2 Fu'v'  +  Gv,2)VEG  -  F2' 

Solucio.  Left  to  the  reader.  Compareu  amb  l’apartat  c)  del  problema  ante- 
rior. 

Exercici  11.10.6  Demostreu  que  si  una  corba  q(t)  sobre  una  superficie  te 
curvatura  geodesica  zero  i  ||7/(t)||  =  cte  llavors  7 (t)  es  geodesica  parametrit- 
zada. 

Solucio.  Amb  la  notacio  de  la  formula  (11.4)  tenim  u'B  —  v'A  =  0  de  ma- 
nera  que  si  u'  ф  0  tenirn  B  =  pA  amb  g  =  v' /и' .  Per  altra  banda,  com 
(Y'(t),y(t))  =  0  la  formula  (11.3)  ens  diu  que 

v' 

0  =  A(<pu,  У)  +  —A(<pv,Y). 

Com  7'  =  u'pu  +  v'(pv,  si  A  V  0  tenim  que  u'2E  +  2 u'v'F  +  v'2G  =  0  que 
implica  u'  =  v'  =  0.  Com  aixo  110  pot  ser  ha  de  ser  A  =  0  i  per  tant  tambe 
B  =  0  com  volfcm. 

Exercici  11.10.7  (Repere  Mobile)  Retrobeu  les  curvatures  normal  i  ge- 
odesica  i  la  torsio  geodesica  a  partir  del  metode  (simplificat)  de  la  referencia 
mdbil. 

Solucio.  Suposem  donada  una  corba  7(5)  parametritzada  per  l’arc  sobre  una 
superffcie  S.  A  cada  punt  de  la  corba  considerem  la  referencia  aff  ortonormal 
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{7(s);ei(s),e2(s),e3(s)}  amb 

T(s)  =  7  '(s) 
e3  Л  ei(s) 
n(s) 


ei(s)  = 
e2(s)  = 
ез (s)  = 


on  u(s)  es  el  vector  unitari  normal  a  la  superficie,  que  l’orienta.  Observem 
que  la  base  (ei(s),  e2(s),  e3(s))  es  positiva  ja  que  ei  Л  e2  =  e3. 

La  idea  de  la  referencia  mobil  es  escriure  les  derivades  d’aquestes  tres 
vectors  en  funcio  dels  propis  vectors  (com  hem  fet  amb  cl  triedre  de  Frenet). 
Derivem  ei(s)  i  recordem  la  formula  (8.1),  pagina  194.  Tenim 


ds 

que  escriurem  simplement  com 


<l(  =  Y'(s)  =  kg(s)e2(s)  +  kn(s)e3(s), 


kge2  +  kne3. 

Derivem  e2  =  e2(s).  Tenim 

de2 

——  =  ae  i  +  be2  +  ce3 
ds 

per  a  certes  funcions  a  =  a(s ),  b  =  b(s),  c  =  c(s)  que  anem  a  calcular. 

,de  2  ,  ,  de.\ 

а  =  <љ’е1>  =  “(е2ПГ7>  =  _А:» 


ja  que  (ei,  e2)  =  0. 


ja  que  (e2,e2)  =  1. 


6  =  <Ž’e2>  =  0 


,de2  .  ,  de 3. 

c=  \^->ез)  =  (C2 j  ) 

ds  ds 


ja  que  (e2,  e3)  =  0. 

Tenint  en  compta  ara  les  formules  de  Frenet  i  que 


e2  =  (sina)lV—  (cos  a)B,  e3  =  (cos  6)N  +  (sin0)S 
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on  N  =  N(s),B  =  B(s)  son  la  normal  principal  i  el  binormal  a  la  corba  i 
9  =  6(s)  l’angle  orientat  entre  N  i  v  =  ee,  tenim  que 

=  (—6' sm9)N  +  cos9(—kT  —  тВ)  +  (6' cosd)B  +  (rsm6)N 

=  (т  —  6')б2  —  (k  cos9)  e\ 

=  (т-9')е2-кпе  i. 

Per  tant 

/  de з ,  I 

c  =  -(e2,  -т-)  =  9  -  т. 
ds 

Com  hem  definit  la  torsio  geodesica  com  тд  =  т  —  9’  (exercici  ??)  tenim 

de2  , 

-  Vs- 

Finalment,  com  (в1,ез)  =  0  tenirn  que 

de3  _ 

— —  —kne  i  +  т9е2. 

S’acostuma  a  escriure 


Exercici  11.10.8  (Formula  de  Liouville  a  partir  de  la  formula  de 
Bonnet)  Demostreu  1а  formula  de  Liouville  a  partir  de  la  formula  de  Bonnet. 

Solucio.  Suposem  que  tenim  una  parametritzacio  < p(u,v )  ortogonal,  es  a  dir, 
tal  que  F  =  (ipu,  ipv)  =  0. 

Primerament  apliquem  la  formula  (11.14)  a  les  corbes  v  =  constant. 
Amb  la.  notacio  de  la  seccio  anterior  aquestes  corbes  corresponen  a  la  funcio 
f(u,v)  =  —v,  de  manera  que  m  =  0 ,n  =  —1,  i  per  tant  T(u,v)  =  /ј= .m 

Aixi  doncs,  denotant  kg\  la  curvatura  geodesica  de  les  corbes  v  =  constant, 
tenirn 

kg  1  = 

9  y/EG  dv 

117Prenem  f(u,v)  =  —v  i  no  f(u,v)  =  v  perque  volem  que  el  vector  tangent  a  les  corbes 
v  =  constant  sigui  tpu  i  no  —tpu. 
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Analogament,  si  denotem  кд 2  la  curvatura  geodesica  de  les  corbes  u  = 
constant  obtenim 

кд2  =  ,  - —\[G. 

9  л/т  du 

Suposem  ara  que  la  corba  f(u,v)  =  0  forma  un  angle  a  amb  la  corba 
v  =  constant.  Aixo  vol  dir 


cosa:  = 


<Pu 

Ve 


,Т) 


on  T  es  el  vector  unitari  tangent  a  la  corba. 

Si  la  corba  parametritzada  per  Гагс  es  tp(u(s),  v(s)),  amb  f(u(s),v(s))  = 
0,  llavors 


Per  ser  la  parametritzacio  ortogonal  tarnbe  tenim 


=  u'VE. 


=  v'VG. 


Pensant  aixf,  aquest  angle  a  seria  una  funcio  del  parametre  s  de  la  corba. 
Pero,  de  manera  analoga  al  que  hem  fet  amb  el  vector  tangent,  podem  definir 
una  funcio  a  de  les  dues  variables  (u,v),  de  manera  que  al  restringir-la  a  la 
corba  tinguem  a  =  a,  per  la  formula 


cos  a  =  (—7=,  T). 

on  T  es  el  vector  unitari  donat  per  (11.12).  Tambe  tindrem 


sin  a  = 


Tv 

Vg 


,т). 


Aixi,  la  formula  (11.14)  queda 


k°  VEGKdu 


-|  r\  r\ 

(  — (v^G'sind)  —  —(VE  cosa)) 
ov 


=  кд2  sin  a  +  kal  cos  a  + 


'+' 


1  .  /77  ~  da  /-=  .  ^  da . 

.  V  G  cosa— — Г  V  E  sina— 

VEG  du  dv' 
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Recordem  que  totes  les  funcions  de  (u,  v )  de  la  dreta  d’aquesta  igualtat 
estan  valorades  en  els  punts  (u(s),  v(s)).  En  particular,  podem  canviar  sin5 
per  sina  i  cosa  per  cosa  ja  que  a(u(s),v(s))  =  a(s). 

Es  a  dir,  tenim 


k 


g 


kg2  sin  a  +  kgi  cos  a  + 


cos  a  да  sin  a  да 
\[Е  ди  JG  dv' 


Pero 

da  da  да  du  да  dv  cos  a  да  sin  a  да 

ds  ds  ди  ds  dv  ds  у/ E  ди  у ^G  dv 

Substituint  obtenim  la  formula  de  Liouvillc 


kgi  cos  a  +  kg2  sin  a  + 


da 

d.s 


Exercici  11.10.9  (Problema  14,  seccio  4-8,  Struik)  Trobeu  Vequacio  de 
Tangle  d’inclinacio  de  les  geodesigues  a  partir  de  la  formula  de  Liouville  (la 
que  publica  en  la  versio  comentada  de  les  Aplicacions  de  Monge). 

Solucio.  Aquesta  formula  diu  que  si  tenim  coordenades  ortogonals  (u,  v) 
sobre  una  superficie,  i  C  es  una  corba  en  aquesta  carta  local  (U,  Lp),  parame- 
tritzada  per  q(t)  =  ip(u(t),v(f)),  llavors 

dQ 

kg  =  —  +  (kg)  1  cos  9  +  (kg)2  sind 


on 


-  kg  =  kg(t)  es  la  curvatura  geodesica  de  la  corba  C  en  el  punt  q(t). 

-  9  =  9(t)  es  l’angle  en  el  punt  q(t)  entre  C  i  la  corba  v  =  constant 118 
que  passa  per  aquest  punt. 

-  (kg)\  =  (kg)i(t)  es  la  curvatura  geodesica  en  cl  punt  7 (t)  de  la  corba 
coordenada  v  =  constant  que  passa  per  aquest  punt. 


118Clarament  parlem  de  la  corba  p(u,  constant). 
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-  (кд) 2  =  ( kg)2(t )  es  la  curvatura  geodesica  en  el  punt  7 (t)  de  la  corba 
coordenada  u  =  constant  que  passa  per  aquest  punt. 

Acceptarem  com  a  conegudes  les  formules  que  ens  donen  les  curvatures 
geodesiques  d’un  sistema  ortogonal: 


(kg)i  —  (kg)v=cte  —  2  E\Zg'  (11.22) 

(кд),_  =  (k,)u=cte  =  (11.23) 

on 

E  0 
0  G 

es  la  primera  forma  fonamental  respecte  de  les  coordenades  (u,  v)  (en  aquest 
ordre). 

La  dificultat  del  problema  esta  en  que  la  formula  de  l’angle  d’inclinacio 
de  Gauss  es  valida  per  a  un  sistema  de  coordenades  arbitrari,  i  la  volem 
deduir  a  partir  de  la  formula  de  Liouville,  que  nomes  es  certa  per  a  sistemes 
de  coordenades  ortogonals.  Ara  be,  la  formula  de  Gauss  fa  referencia  a 
geodesiques  i  la  de  Liouville  a  corbes  generals. 

Suposem  doncs  a  partir  d’ara  que  tenim  un  sistema  de  coordenades  (u,  v) 
sobre  una  superffcie  i  que,  respecte  d’aquestes  coordenades,  la  primera  forma 
fonamental  s’escriu  com 

E  F 
F  G 

Donem  a  9,  kg,  (kg)  1  i  (kg) 2  el  mateix  significat  que  els  hi  acabem  de 
donar  en  recordar  la  formula  de  Liouville. 

Per  calcular  9  nomes  hem  de  multiplicar  els  vectors  tangents  a  v  =  cte  i 
a  7 (t). 


(u'(t),v'(t))  ^  Ef  G  )  (  0  )  =Еи'  +  Fv>  =  ||  («'(*)>  и'(*))  II  •  ||  (1, 0)||  cos6». 
Per  tant 

л  Eu'  +  Fv' 

cos  9  =  ,  — -=. 

\/ Eu'2  +  2 Fu'v'  +  Gv'2  \[Е 
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Si  introduim  cl  parametre  arc  s  de  7 (t),  que  compleix 


-=  Je(—V  +  2F——  +  G(—V 

dt  V  {dt'  +  dt  dt  +  { dt'  ’ 


i  ometem,  com  es  habitual,  cl  dt,  tenim 

Edu  +  Fdv 


cos  9 ds  = 


Ve 


F acilment  obtenim 


л  ,  VEG  -  F2dv 
sm  0  ds  = - — - . 

Ve 

Aquestes  expressions  dcl  sinus  i  el  cosinus  apareixen  exactament  aixi  ja 
en  el  Disquisitiones. 

Per  tal  de  poder  aplicar  la  formula  de  Liouville  necessitem  coordenades 
ortogonals.  Per  a  aixo,  fem  un  canvi  de  variables  del  tipus 


u  =  u(u,v), 

V  =  V, 


de  manera  que  les  noves  corbes  u  =  cte  siguin  ortogonals  a  les  corbes  v  =  cte. 
Е1  camp  tangent  a  les  corbes  п  =  cte  es 

dip  д ip  ди  д (p  dv  д  ip  ди  dtp 

dv  ди  dv  dv  dv  ди  dv  dv  ’ 


de  manera  que  si  imposem  que  sigui  ortogonal  a  les  corbes  v  =  cte,  obtenim 


es  a  dir, 


E  F 
F  G 


1 

0 


0, 


ди  _  F 
дп  ~  ~Е' 
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Apliquem  la  formula  de  Liouville  a  les  coordenades  ortogonals  (u,  v )  i 
obtenim  (posem  кд  —  0  perque  volem  l’equaci6  de  les  geodesiques) : 

d9 

—j—  (kg)v=cte  COS  6  (кд)п=<Ле  sin  9. 

Observem  que  9  es  el  mateix  independentment  de  si  treballem  en  el 
sistema  (u,v)  o  en  el  sistema  (u,v)  ja  que  es  l’angle  de  la  geodesica  amb 
v  —  v  —  cte. 

Observem  tambe  que  la  primera  forma  fonamental,  respecte  dels  sistema 
(u,v)  es 

’  ЕХ2  0 

GE-F 2 


0 


E 


du  . 

on  Л  =  — ,  ja  que 

ou 


dcp  dp>  du 
du  du  дп 


Observem  que,  per  (11.24),  tenirn 


Л  = 


Xv 


dv, 

П 


( F\  _  EUF  —  FVE 

\еЈп  E2 


Usant  les  formules  (11.22)  i  (11.23)  tenim 


d9 

ds 


(Б\2)п 


2  IGE-F 2 

X2E\I - — 


cos  9  —  - 


,GE-F 2 
E 


2  GE-F2 

~E 


sind. 


xVe 


Equivalentment 


sjEG  -  F2d9 


1  (EX2)V  Edu  +  Fdv 

2Л2  у/Е  VE 


1 

2Л 


GE-F 2 
E 


)udv. 


Coeficient  de  du. 
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+  (£СА2  +  2£АА,)  =  у  +  ^ 


FEU  Ev  EUF 


+  vv  + 


2E  2  E 

FEU  Ev 

- -  H - -  ~  Fu. 

2E  2 


Coeficient  de  dv.  Aprofitant  cl  calcul  de 


(Е\% 

2Л2 


que  acabem  de  fer,  tenim 


F(E\%  (GE  -  F2)UE  -  EU(GE  -  F'2) 

2ЕХ2  2  E2 

F  FE  E  G  FF  GE  GE  E  F2 

_  А  /  J  Ј-/и  .  j-/v  P  \  У^Г'и  |  1  1  U  'CT^U  'GTJ-^U  J-/UJ- 

E^  2 E  +  Y  ~  U’^2+~E  2 ~W  +  Re  2 E2 


FEV 
2  E 

Substituint,  tenim 


G„. 


jEG-F*dB=  {Њ  +  Ок-рЛ  du+GF-G  |  *, 


que  es  exactament  la  formula  de  Gauss  de  lcs  geodesiques. 


Exercici  11.10.10  Escriviu  les  equacions  de  les  geodesiques  de  Vesfera  res- 
pecte  de  la  parametritzacio 


х  =  R  sin  ip  cos  в 
у  =  R  sin  ip  sin  9 
z  =  R  cos  (p 

Solucio.  En  aquestes  coordenades,  amb  ordre  (<p,9),  tenim 

E  =  R2,  F  =  0,  G  =  R2  sin2  ip . 

Observem  de  passada  que  aplicant  la  formula  (10.5),  pagina  241,  per  a  la 
curvatura  de  Gauss  obtcnim 

1  l'  д  (  G<p  1  l'  д  ( 2R2  sin  p  cos  <p  ^  1 

\fEG\dp  2 \JEG  J  R2sinp\dp  2R2sinp  )  R2) 
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es  a  dir,  l’esfera  te  curvatura  de  Gauss  constant  igual  a  — . 

Rz 

Aplicant  les  formules  dels  snnbols  de  Christoffcl  de  la  pagina  238,  amb 
u  —  p,  v  —  9  obtenim 


Г^2  =  COt  p,  Г22  =  —  sin  (p  cos  <p 


i  els  demes  zero. 

Les  equacions  de  les  geodesiques  (<p(t),0(t))  son  doncs 

//  л/2  •  n 

ip  —  o  sm  (p  cos  (p  =  0, 

9"  +  29'(р'  cotp  =  0.  (11.25) 

Aquests  sistemes  d’equacions  diferencials  son  sernpre  dificils  de  resoldre. 
1  hem  de  posar  condic-ions  inicials  per  a  les  funcions  i  les  seves  derivades.  Per 
exemple  si  volem  d(0)  =  </?(0)  =  7г/2  i  <p'( 0)  =  1  i  0'(O)  =  0,  llavors  9  =  7г/2 
i  <p(s)  =  as  +  b,  arnb  a,  b  e  M,  es  una  solucio.  Tarnbe  es  clar  que  tota  corba 
dehnida  per  9  =  constant  (meridians),  amb  p  funcio  aff  de  s,  es  solucio. 
Podem  observar  que  les  dues  equaeions  anteriors  impliquen 

<р' 2  +  9'2  sin2  <p  =  constant 


simplement  derivant  aquesta  funcio  i  aplicant  les  equacions  de  les  geodesiqnes. 
1  es  que  les  geodesiques  estan  sempre  parametritzades  per  l’arc  o  una  constant 
d’aquest,  i 

\ШГ  =  (р'2  +  9'2*ш2<р, 
si  q(s)  es  la  geodesica  en  qiiestio. 

Tarnbe  podern  observar  que  si  tallem  l’esfera  per  un  pla  que  passi  per 
l’origen  obtenim  una  corba  (<p(s),  9(s))  tal  que 

a  sin  p  cos  9  +  b  sin  p  cos  9  +  c  cos  p  =  0, 


o  equivalentment 

a  cos  9  +  b  cos  9  +  c  cot  p  =  0, 

Derivant  dos  cops  obtenim 

(— a  sin  9  +  b  cos  9)9' - \ — p'  =  0, 

sin  p 

(—acos9  —  bsm9)9'2  +  (—asm9  +  bcos9)9"-\ — — — % — — p' 2 - Ђ — p"  =  0, 

sin  p  sin  p 
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que,  substituint  (— acos6  —  bsmd)  i  (— asinć1  +  bcosO)  pels  valors  obtinguts 
mes  amunt,  es  pot  escriure  com 

„.9  cp'  2ccosc9  ,9  c 

св2соСр+- - 9 — в  H - o — р - 9 — p  =0, 

в'  sin  (p  sin  (p  sin  p 

que  es  pot  escriure  com  (suposem  c  ф  0) 

в'  (pp"  —  в'2  sin  p  cos  p)  —  p'  (в"  +  2р'в'  cot  p)  =  0, 

o  encara  millor  com 

Ав'  -  Bp'  =  0  (11.26) 

amb 


A  =  p"  —  в'2  sin  p  cos  p, 

B  =  в"  +  2  р'в'  cot  p. 

Clarament  doncs  les  geodesiques  compleixen  aquesta  equacio,  perb  si  ara 
afegim  a  aquesta  equacio  que  les  geodesiques  han  d’estar  parametritzades  per 
Гагс  o  multiple  de  Гагс,  veurem  que  cadascun  dels  dos  sumands  de  l’anterior 
igualtat  han  de  ser  zero  i  recuperem,  doncs,  les  equacions  de  les  geodesiques. 
En  efecte,  si  afegim  la  condicio 

p' 2  +  в'2  sin2  p  =  constant, 

que  derivant,  es 

p  p  +  в  p  sm  p  cos  p  +  в  в  sm  p  =  U 
Substituint  p"  i  в"  tenim 


p'(A  +  в'2  sin  p  cos  p)  +  в'2р'  sin  p  cos  p  +  в'(В  —  2 р'в'  cot  p)  sin2  p  =  0, 
que  simplihcant  queda 

p'A  +  в'В  sin2  p  =  0.  (11.27) 

Ara  es  clar  que  la  unica  solucio  del  sistema  forrnat  per  les  equacions  (11.26) 
i  (11.27),  que  te  determinant  d/2sin 2  p  +  p'2  ф  0,  es  A  =  B  =  0,  que  son 
justament  les  equacions  (11.25)  de  les  geodesiques  de  l’esfera. 
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Exercici  11.10.11  Escriviu  les  equacions  de  les  geodesiques  de  Vesfera  res- 
pecte  de  la  parametritzacio 

х  =  R  sin  —  cos  в 

11, 

§ 

у  =  R  sin  —  sin  в 

IX 

S 

z  =  R  cos  — 

IX 

Solucio.  En  aquest  cas 

E  =  1,  F  =  0,  G  =  R2  sin2  J-. 

IX 

Els  simbols  de  Christoffel  quan  E  =  1  i  F  =  0  son 


Г1 

1  u  - 

=  0, 

г2  — 

0, 

Г1 

1  12  “ 

=  0, 

г2  — 

Gu 

2 G’ 

Г1 

1  22  “ 

-Gu 

2  ’ 

г2  — 

Gv 

2G 

que  en  cl  nostre  cas 

son 

Г1 

1  и 

=  о, 

г2 

1 11 

=  0, 

ri2  ~  0;  Г12  —  л' 

Г22  =  -Rs[nffCOSff'  Г22  =  0. 

i.  per  tant,  una  corba  s(t),d(t)  es  geodesica  si 

s"(t)  —  Rsin  — ^  cos  —fp-(0'(t))2  =  0 

IX  IX 

d"(t)  +  2-^  cot  ^-s'(t)9'(t)  =  0 
Jtx  K 

Exercici  11.10.12  (Pseudoesfera)  Calculeu  les  geodesiques  de  la  pseudo- 
esfera. 
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Solucio.  La  tractriu,  situada  en  el  pla  у,  z  te  equacio  (vegeu,  per  exemple, 
[29])  ' 

7(t)  =  fl((-tanh(,^). 

Per  raons  que  es  veuran  a  continuacio  reparametritzem  7 (t)  per  l’arc.  Com 


s(t)  =  /  Il7/(^)ll^  =  -Rlncoshč, 


la  reparametritzacio  es 

o(s)  =  7 (t(s))  =  i?(argcosh  es/R  —  e~s/R\J e2s/R  —  1,  e~s/R). 

Si  la  fem  girar  al  voltant  de  l’eix  de  les  у' s  tenim  una  parametritzacio  de 
la  pseudoesfera 

Ф(5,а)  =  R(e~s/R  cos  а,  argcosh  es/R  —  e~s/R\J e2s/R  —  1,  e~s/R  sin  а) 
Calculem  la  primera  forrna  fonamental  respecte  aquesta  parametritzacio. 


Ф6,  =  (— e  s/Rcosa,e  s/R\J e2s/R  —  1,  — e  ^^sino;) 
Фа  =  R(—e~s/R  sin  а,  0,  e~s/R  cos  а) 


i  per  tant 


I 


1  ° 

0  R2e~2s/R  ) 


Aplicant  la  formula  (10.5),  pagina  241,  per  a  la  curvatura  de  Gauss  ob- 
tenim 


K  = 


\JG 


(Vg)ss  = 


\J R2e  2s/R 


V R2e~2s/R  )  = 


Re~s/R 


(Re~s/R)ss  = 


es  a  dir,  la  pseudoesfera  te  curvatura  de  Gauss  constant  igual  a 


1 

(Ri)2' 


1 

R2 


Tarnbe  podem  calcular  els  sfmbols  de  Christoffel  amb  les  formules  de  la 
pagina  238,  i  obtenim 


Г12  =  Re~2s/R 
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i  els  demes  zero. 

Per  tant  les  equacions  de  les  geodesiqnes  j(t)  =  Ф(з(£),  a(t))son 

s"(t)  +  Re-2sWRa'(t)2  =  0 

a"(t)  —  s'(t)a'(t )  =  0 

R 


Nou  canvi  de  coordenades.  Per  tal  de  deixar  clar  qne  la  pseudoesfera  es 
un  tros  del  semipla  de  Poincare  que  s’introduira  mes  endavant,  fem 

х  =  a 
у  =  es/R 

de  manera  que  dx  =  da  i  ds  =  Re~s/Rdy,  i  per  tant 


R2 


ds2  +  R2e  2s/Rd,a 2  =  —(dx2  +  dy2) 


la  classica  metrica  de  ГНепгу. 

Е1  canvi  correspon  a  reparametritzar  aixf: 

Ф (x,y)  =  4f(R\ny,x)  =  P(^^,  argcosh(y)  -  -л/у2  -  1, 

У  У  У 

Coma  ara  E  =  G  =  R2/y2,  i  F  =  0,  els  snnbols  de  Christoffel  son  (ordre 

(х,у)) 


1 

У 


1 

У 


i  els  demes  zero. 

Exercici  11.10.13  Retrobeu  les  equacions  de  les  geodesiques  dels  problemes 
11.10.11  i  11.10.12  directament  a  partir  de  les  equacions  de  Lagrange. 
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Solucio.  L’element  de  longitud  de  l’esfera  en  coordenades  (<p,  0 )  (colati- 
tud,longitud)  es 

ds 2  =  <p'2  +  R 2  sin 2(+)6»/2. 

Е1  funcional  de  Lagrange  es 


L(f,  xi,  x2,  Уи  У2 )  =  У1  +  Rr  sin2 (xi)y[. 


dL 


dL 


dL 


=  2j/i,  =  2f?2sin2(a;i)|/2,  л 

(7|/i  OIJ2  дх  i 


=  2/ž2  sin(xi)  cos(xi)//2, 


9L 

<9ж2 


=  0 


Ara  substituim  xi  per  <p(t),  ж2  per  d(f),  y\  per  (p'(t)  i  y2  per  0'(t),  i  tenim 

шФ  =  |(VW)  =  V-W, 

дТ 

— —  =  2R2  sin(</?(f))  cos(cp(t))0' (t)2 

OX\ 

T"("+~)  =  -4:(2-R2  sin2^)#'^))  =  2R2(2sm(p(t)  cos  <p(t)  ip'(t))0'(t)  +  sin2  <p(t)0" 
dt  оу2  x 


д  L 


dt 
=  0. 


дх2 

Si  ara  escrivim 


d.dL  д  L 
dt  ду^  дхг 


obtenim  les  mateixes  equacions  de  l’exercici  11.10.11. 

L’elcment  de  longitud  de  la  pseudoesfera  en  les  coordenades  (s,  а)  de 
l’exercici  11.10.12  es 

dr2  =  ds2  +  R2e~2s/Ra'2 . 

Е1  funcional  de  Lagrange  es 

L(t,  xi,  x2,  yi,  y2)  =  y{  +  R2e~2xi/Ryl. 


д  L  0 L  9  _9„  /  p  0 L  —От  /  p  9  д L 

—  =  2У1,  —  =  2 R2e  2xi/Ry2,  =  -2 Re  2xi/Ry\,  =  0 

ОУ\  ОУ2  ОХ  i  ОХ  2 
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Ara  substituim  x\  per  s(t),  x2  per  a(t),  y\  per  s'(t)  i  y2  per  a'(t),  i  tenim 

=  jt(2s'(t))=2s"(t), 

=  -2  Re-2s{t),Ra'(t)2 

=  -(2  R2e~2s^Ra'(t))  =  2R2e~2s^R  (  -  -s'(t)a'(t)  +  a"(t)] , 
dt  \  R  J 

=  0. 

Si  ara  escrivim 

ddL  д  L 

dt  dyi  дхг 

obtenim  les  mateixes  equacions  de  l’exercici  11.10.12. 


d.dL 
dt  ду^ 
dL 
дх\ 
d.dL 
dt  ду2 
д  L 
дх2 


Exercici  11.10.14  (Struik  p.154)  Demostreu  que  les  evolutes  d  ’una  corba 
son  geodesiques  de  la  superftcie  polar  d  ’ aquesta  corba. 

Solucio.  La  superficie  polar  dc  la  corba  7(s),  parametritzada  per  Гагс,  es 
‘ P(s ,  t)  =  7 (s)  +  p(s)N(s)  +  tB(s). 


Com 

p'(s)N(s)  —  p(s)r(s)B(s)  +  tr(s)N(s) 

B(s) 

v(s,  t)  =  ±T(s) 

Nomes  hem  de  veure  doncs  que  la  normal  principal  de  la  evoluta  en  el  punt 
< p(s,t )  te  la  direccio  de  T(s). 

Pero  la  evoluta  esta  donada  per  (vegeu  la  Proposicio  3.12.1) 

P(s)  =  7(s)  +  P(s)[N(s)  —  cot  a(s)  -B(s)],  a(s)  =  f  r(u)du  +  c. 

J  o 


д(р 

д  s 
д(р 

~dt 

cl  camp  normal  es 
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Llavors,  ometent  cl  parametre  s  per  simplificar, 

/3'  =  p'N  —  ртВ  —  p'  cot  аВ 
т 

+  p — тт — В  —  рт  cotaN 
sin  a 

=  (p'  —  рт  cot  a)N  +  cot  а[рт  cot  a  —  p')B 

=  (p'  —  рт  cot  a)  (N  —  cot  aB) 

Denotant  V  =  N  —  cot  aB  es  clar  (recordeu  com  es  calcula  la  normal 
principal  d’una  corba  no  parametritzada  per  l’arc)  que  la  normal  principal 
buscada  es  el  vector 

V  Л  (V  Л  V) 

normalitzat,  perb 

V’  =  —  kT  —  т  cot  a(N  —  cot  aB )  =  —  kT  —  т  cot  aV 


aixi 


V  Л  V'  =  -kV  Л  T 


i 

V  Л  (V  Л  V)  =  kT 

ја  que  V  i  Т  son  ortogonals,  i  per  tant  la  normal  princ-ipal  es  igual  a  ±T  com 
voliem  demostrar. 


Exercici  11.10.15  Demostreu  que  les  geodesiques  del  tor  de  revolucio 
Ф (<p,  9)  =  (■ r  cos  <p,  r  sin  <p,  a  sin  9),  r  =  p  +  a  cos  9 
compleixen  l  ’equaci6  diferencial  de  primer  ordre 

ca  d9 

d4>=  г-2 - 2 

ry/r  —  cz 

amb  c  constant. 

Solucio.  La  primera  forma  fonamental  es 


r2  0 
0  o2 
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i,  per  tant,  els  smibols  de  Christoffel  son 


i  a  sin  9  2  r  sin  9 

)  Mi  = 


Г1  — 
1  12  — 


r  a 

i  les  demes  zero.  Les  eqnacions  de  les  geodesiques  son,  doncs, 

2a  sin  9  ,  , 


-0V  =  o 


V/  ,  rsin9r_  2 


9"+ - V')2  =  0 

a 

La  primera  es  pot  escriure  com 

y'  =  -tiy,  y  =  Lp',h  =  2\nr 

de  manera  que 


es  a  dir, 


ln  у  =  —  ln  r2  +  a, 
tp'  =  kr~2, 


per  una  certa  constant  k.  Per  tant,  tp"  =  —2 kr  3r',  que  substituint  a  la 
primera  equacio  ens  dona 


sin  9  = 


rtp"  r' 


2а9'(р'  а9' 

Substituint  els  valors  de  sin  9  i  tp'  a  la  segona  equacio  tenim 

к2г' 


9"  = 


а2г39' 


que  es  pot  escriure  com 


i  per  tant 


а2г3(9' 2)'  =  2 к2г' 


9' 2  = 


k2 


a2r2 


+  Л 


amb  Л  una  constant,  que  per  la  forma  d’aquesta  equacio  ha  de  ser  positiva. 
Aixi, 

,  л/ \a?r2  —  k2  k\/r2  —  c2 
9  = - = - . 


ar 


car 
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amb  c  =  к/а\[\- 
Finalment, 


com  voli'em. 


chp  d(p  ds  kr  2 
dO  ds  dO  0' 


ас 


rsjr2  —  c2 


Exercici  11.10.16  Demostreu  que  en  un  sistema  de  coordenades  polars  ge- 
odesiques  tenim 

r3 

m  —  r  —  K0 - 1-  o(r3) 

6 

on  m  =  \[G,  i  К0  =  K{ 0,  0)  es  la  curvatura  de  Gauss  a  l’origen. 


Solucio.  Desenvolupem  m  =  m(r,0 )  per  Taylor.  Com  m(0,0)  =  0  i  Q  = 
1  tenirn 


2  3 


m  =  r  +  a 2—  +  a3—  +  . . . 
2  o 


Pero 


(92m 


П2  — 


д r2  |r=o 


=  -m(O,0)A'(O,0)  =  0, 


“3  =  -т  (-rf)  =  -y  К(а,в)-т(0,в)Џ-  =-К(0,в), 

orJ  |r=o  дг  |r=o  дг  |r=o  дг  r=o 


i  per  tant 


m  =  r  —  К0  — 


com  voh'em. 


Exercici  11.10.17  Calcular  la  loiigitud  i  l’drea  del  cercle  geodesic  de  radi 

R. 

Solucio.  Els  punts  que  estan  a  distancia  R  de  P  estan  donats  per  la  corba 
(R,0),  respecte  dcl  sistema  de  coordenades  polars  amb  centre  P.  Derivant 
respecte  de  0,  veiem  que  el  vector  tangent  a  aquesta  corba  te  coordenades 
(0, 1)  i  per  tant  la  seva  norma  val  \[G  =  m.  Aixi, 

L  =  I  mdO  =  2nR-  -K0R3  +  ... 

J  o  3 
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i  Гагеа 


f'R  r27T 


A  = 


m  dr  d9  =  7rR2  —  —  K0R4, 


'0  Jo 


que  donen  interpretacions  geometriques  de  K0, 


K0  =  -  lim 

7Г 


2nR  —  L 


R 3 


12 

K0  =  —  lim 

7Г  Ri-s>0 


7 tR2~A 


R 4 


Exercici  11.10.18  Deduiu  directament  a  partir  de  les  equacions  diferencials 
de  les  geodesiques  parametritzades  (11.16)  que  el  parametre  es  proporcional 
a  Гагс. 


Solucio.  Aixo  ha  estat  provat  de  manera  trivial  a  la  Proposicio  11.4.3  utilit- 
zant  la  normal  a  la  superficie.  Donem-ne  una  prova  intrfnseca. 

Com  ja  hem  fet  anteriorment,  i  perque  aquesta  demostracio  valgui  en 
dimensio  arbitraria,  denotem  les  habituals  cartes  locals  <p{u,v)  de  les  su- 
perficies  per  <p{x  \,xf).  La  norma  al  quadrat  dcl  vector  tangent  a  la  corba 
7 (t)  =  <p(xi(t),x2(t))  es 

^^•(a;(t))a;'(t)a:'(t),  x(t)  =  (aq  (t),x2(t)) 
i,j 


i  per  tant  cl  que  volem  veure  es  (prescindeixo  de  la  referencia  a  t) 

jt  E 9ij(x)x'ix'j  =  Y  fjfKx'kX'iX'i  +  2  Y  9ij(x)xixj  =  0  (11-28) 

i,j  i,j,k  ’  i,j 


i  les  equacions  de  les  geodesiques 


х,. 


1  kr/d9rj  .  ддп  dg 


Yr^  =  <  +  Y-o9kr(st  + 


lJ)xWj  =  0. 


г,Ј  i,3, r 

multiplicant  per  g^s  i  sumant  per  k  tenirn 


dxi  дхј  дхг 


o  "  1  х  ® 9rj  dgri  dgij  ,  , 

2  £  9'-Kk  +  +  =  0. 


г,3,г 


2  ^  ^  9ksxk 
k 


£ 

г,ј 


■  dgSj 

'  дхј 


+ 


dgs, 

dxi 


dg%j 

dxs 


0. 


Es  a  dir, 
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Multiplicant  per  x's  i  sumant  per  s  tenim 


2S 


9ks^k^ 


/  s^(d9sj 
s  ^{dXi 


+ 


&9si 

дхј 


dgij 

dxq 


\  /  /  /  г\ 

)XiXjX s  =  0. 


(11.29) 


Ara  observem  que  fixats  tres  valors,  iguals  o  diferents,  i  =  a,j  =  b,s  =  c 
el  coeficient  de  x'ax'bx'c  en  el  segon  sumand  esta  format  per  la  suma  estesa  a 
i,j,  s  G  {a,  b,  c}  de 

/  dgSj  dgSi  dgij . 

д  дхј  dxs 


i  per  tant  cl  terrne 


amb  s  =  a,i  =  b,  j 


dgsi 

дхј' 

c  es  compensa  amb  el  terme 


dgij 

dxs  ’ 


amb  i  =  a,  j  =  b,  s  =  c. 

Per  tant,  (11.29)  es  equivalent  a 


2  Y  9ksx'lx's 

k,s 


+£ 


dgSj 

dXi 


rpl  rp! 


0. 


que  coincideix  amb  la  igualtat  (11.28)  que  volfcm  demostrar. 


Exercici  11.10.19  (Calcul  de  variacions)  Considerem  totes  les  corbes  f  : 
[a,  b]  — >■  №n  amb  f(a)  i  f(b)  fixats.  Sigui  L  =  L(t,  х,  у )  una  funcio  de  №2n+1 
a  №.  Volem  trobar,  d’entre  totes  les  f's  anteriors,  la  que  fa  mmim  l’expressio 

/(/)=  [b  L(t,f(t),f'(t))dt. 

J  a 


Solucio.  Considerarem  variacions  uniparametriques  de  /  i  derivarem  respecte 
aquest  parametre.  Suposem  /  solucio  del  problema.  Considerem 

Ф  :  [a,  b]  х  (— e,  e)  — >Rn 

una  aplicacio  diferenciable  amb  Ф(а,,з)  =  f(a)  i  Ф (b,s)  =  f(b),  Vs  G  (— e,e). 
Suposem  tambe  Ф(^,  0)  =  /(0)  i  denotem  fs  la  corba,  fs(t)  =  Ф (t,s). 
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La  conclicio  de  mmim  es  doncs 


f  L(t,fs(t),f's(t))dt  =  0. 


Per  la  regla  de  la  cadena, 


-\(^т+^т  ]dt=0. 

г  ,  \oxk  ds  дук  ds 


Equivalentment , 


'dLdfa(t)  ,  dL  d2fs(t) 


£ 


+ 


дхк  ds  дук  dt  ds 


dt  =  0. 


Aplicant  integracio  per  parts  a  la  segona  integral  tenim, 


у-  /  dL  dfs(t)  d  д L  dfs(t )'  _ 

^  '  дхк  ds  dt  дук  ds 


(11.30) 


ja  que  cl  terme  que  surt  fora  dc  la  integral  en  fer  integracio  per  parts,  s’anuMa: 


dL  dfs(t) 
дук  ds 


=  0 


ja  que 


dfs(b)  _  Ит  fs+h(b)  —  fs(b)  _  Q 


ds  h — >o 


h 


per  la  condicio  sobre  els  extrems  fixats.  1  analogament 


dfs(a) 

ds 


=  0. 


Com  (11.30)  es  certa  per  a  tota  variacio  Ф (t,  s )  ha  de  ser 

д  L  d  д  L 


дхк  dt  дук 


=  0, 


com  volfem. 


Capitol  12 

Teorema  del  defecte 


12.1  L’angle  d’inclinacio  al  Disquisitiones 

Recordarem  la  caracteritzacio  que  dona  Gauss  en  cl  Disquisitiones  de  lcs 
geodesiques,  estudiant  l’angle  que  aquestes  corbes  formen  amb  les  Hnies  co- 
ordenades  (en  direm  angle  d’inclinacio ).  Aixo  cl  porta  a  una  equacio  de 
primer  ordre  per  a  les  geodesiques,  i  no  de  segon  ordre  com  es  l’equaci6  que 
es  dona  habitualment.  Gauss  diu  que  el  seu  punt  de  vista  es  millor.119 

Formula  de  l’angle  d’inclinacio.  Seccio  18  del  Disquisi- 
tiones 

A  la  seccio  18  del  Disquisitiones  Gauss  troba  la  formula120 

V EG  —  FF  ■  d,9  =  — —  ■  d,E  H - —  ■  du  —  — —  ■  du - —  ■  dv  .  (12.1) 

2  E  2  dv  du  2  du  y  ; 

que  nosaltres  escrivim 

,  _  d,9  _  F  дЕ  1дЕ  du  _  dF  du  _  1  dG  dv 

ds  2E  ds  2  dv  ds  ди  ds  2  ди  ds' 
on  s  es  el  parametre  arc  de  la  geodesica  i  9  es  l’angle  entre  la  geodesica  i 
les  corbes  v  =  constant.  Direm  que  aquesta  formula  es  la  formula  de  l’angle 
d  ’inclinacio. 

119 [...]  es  tambe  possible  eliminar  l’angle  9,  i  derivar-ne  una  equacio  diferencial  de  segon 
ordre  entrep  i  q,  la  qual,  no  obstant,  seria  mes  complicada  i  mengs  util  per  a  les  aplicacions 
que  la  formula  precedent.. 

120E11  utilitza  p ,  q  en  lloc  cle  u,  v. 
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Coordenades  ortogonals.  Seccio  19  del  Disquisitiones 

A  la  seccio  19  del  Disquisitiones  estudia  el  cas  particular  en  que  tenim  un 
sistema  de  coordenades  ortogonals,  es  a  dir  F  —  0.  Llavors  la  formnla  de 
l’angle  d’inclinacio  es  redueix  a 

г——  dO  1  д  E  du  1  д  G  dv 

ds  2  dv  ds  2  ди  ds' 

Gauss  aplica  la  seva  formula  al  cas  particular  de  coordenades  polars  ge- 
odesiqnes.  Denotem-les121  (r,  a).  Les  corbes  a  =  constant  son  geodesiqnes, 
qne  suposarem  parametritzades  per  Гагс,  de  manera  que  E  =  1.  Aixi  la 
formula  de  l’angle  d’inclinacić  es 


d6  1  д  G  dv 

ds  2  ди  ds 


{u  =  r,  v  =  a) 


I  la  formula  de  la  curvatura  que  Gauss  havia  trobat  a  la  seccio  11,  que  es  la 
nostra  equaeio  (10.4),  pagina  241,  queda 


AG2K  =  G2u~  2 GGUU. 


Gauss  introdueix  llavors  la  notacio  m  =  \/G  i  escriu  les  dues  equacions 
anteriors  com122 


1  д2т 
m  дг2  ’ 


d6  дт  da 

ds  д r  ds 


(12.2) 


La  primera  es  una  igualtat  entre  funcions  de  les  dues  variables  (r,  a)  i  la 
segona  es  una  igualtat  entre  funcions  del  parametre  arc  s.  Si  la,  geodesica 
te  equacio  (r(s),  a(s)),  la  derivada  parcial  de  m  =  m(r,a)  respecte  r  esta 
valorada  en  aquest  punt. 

Gauss  acaba  aquesta  seccio  demostrant  que  m(0,  a)  =  0  i  |^0п)  =  1- 
L’argument  de  Gauss  per  veure  aquesta  igualtat  es  que  l’element  de  longitud 
ds2  =  dr 2  +  Gda2  restringit  a  les  corbes  r  =  constant  es  ds  =  mda,  pero 
aquesta  corba  ha  de  ser  molt  proxima,  per  a  r  petit,  a  un  cerclc  de  radi  r, 
que  te  element  de  longitud  rda  de  manera  que  r  =  m  i  per  tant,  a  l’origen, 
m  =  0  i  (|p|r=0  =  1-  Hem  explicitat  aquests  calculs  а  la,  seccio  11.7. 

121E11  les  denota  r,ip. 

122Hem  deduit  la  primera  d’aquestes  formules  a  (10.6)  i  deduirem  la  segona  a  (12.3). 
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12.2  Angle  d’inclinacio  a  partir  de  la  formula 
de  Liouville 

En  el  Disquisitiones  Gauss  dedueix  la  formula  dc  l’angle  d’inclinacio  a  partir 
de  les  formules  de  Lagrange  dcl  calcul  de  variacions. 

Pero  aquesta  formula,  en  el  cas  particular  de  coordenades  ortogonals,  es 
essencialment  un  cas  particular  de  la  formula  de  Liouville,  pagina  293. 

En  efecte,  si  apliquem  la  formula  de  Liouvillc  a  una  geodesica,  que  te 
doncs  kg  =  0,  tenirn 

d9 

0  =  k„ i  cos  в  +  /с09  sin  9  +  — . 

ds 

Tcnint  en  compte  els  valors  de  les  curvatures  geodesiques  de  les  lfnies  coor- 
denades  en  una  parametritzacio  ortogonal,  Proposicio  11.1.4,  pagina  252,  i 
el  valor  de  sind  i  cosd,  equacio  (11.11),  pagina  258,  tenirn 

dd  Ev  V~Edv  ^ u  VGdv 

ds  2EVG  ds  2 G\/E  T  ds 

1  du  1  dv 

2  VEG  Vdš  ~  2  VEG  udš 

que  podern  escriure  com 

VEGd'  =  ^u'  -  —v' 

2  2 

i  que  es  exactament  la  formula  de  l’angle  d’inclinacio  de  Gauss. 

Observem  que  si  a  mes  de  tenir  F  =  0  tenim  tambe  E  =  1  aquesta 
formula  es  reduebc  a 

<r  =  =  -(Љ),у.  (12.3) 

A  l’exercici  12.5.1  dedui'm  la  formula  (12.1)  de  l’angle  d’inclinacio  per  a 
coordenades  no  ortogonals. 
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12.3  Angle  d’inclinacio  a  partir  de  Pequacio 
de  les  geodesiques 

L’equacio  de  les  geodesiques  es  (pagina  262) 

лк  d[  d[ 


d2  7fc 
ds2  '  гЈ  ds  ds 


=  0,  k  =  1,2. 


Tenint  en  compte  els  valors  del  simbols  de  Christoffel  donats  a  la  pagina  238, 
per  al  cas  de  coordenades  ortogonals  (F  =  0),  aquestes  dues  equacions  es 
transformen  en 


//  .  =u  /2  ,  Ev  /  /  Gu  /2 


Eu 


u  +  -^u'- *  +  -Fru'v' - -^v  =  0, 

2  E  E  2E 


E,, 


//  /2  I  ~  u,  /  r  |  —  v  n 

V  —  tttzU  +  — -u  V  +  —rrV  =  0 


П  П 

/  /  '~т' 


V  n  /2 


2G  G 
cosd 


2G 


Derivant  la  igualtat  u'  =  — -=  que  hem  obtingut  а  la  pagina  292  tcnim 

уЕ 


u"  =  —  sin  99'- 


1  ndE 
cos  9—~ 


у/Е  2E\[E  ds 

Com  que  sin  в  =  v'  \[G  i  dE/ds  =  Euu!  +  Evv\  tenim 


,Vao,  vS 


u'v' 


u"  =  -v'^=9' - Eu - Ev. 

[ E  2E  u  2E  v 

Igualant  amb  cl  valor  de  u"  donat  per  l’equaci6  de  la  geodesica  tenim 

V EG9 '  =  —u'  -  —v' 


que  torna  a  ser  la  formula  de  Gauss. 


12.4  Teorema  del  Defecte.  Seccio  20  del  Dis- 
quisitiones 

Ara  integrem  la  curvatura  K  sobre  un  triangle  geodesic  T  amb  un  dels  vertex 
A  en  l’origen  de  les  coordenades  polars  geodesiques.  Recordeu  la  definicio 
d’integral  d’una  funcio  sobre  una  superficie,  equacio  (5.1),  pagina  122. 
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Е1  costat  AB  es  la  geodesica  а  —  0,  el  costat  AC  es  la  geodesica  а  =  A 
(denotem  A,B,C  els  vertexs  i  els  angles  del  triangle).  Е1  costat  BC  te 
equacio  r  =  r( а). 


La  metrica  en  coordenades  polars  geodesiques  (r,  а)  es 


/  = 


Posant  m  =  \/~G  l’element  d’area  s’escriu  com 

dS  =  mdr  da, 


i  per  tant  la  integral  qne  volem  calcnlar  es 


pr*(a) 


IidS  = 


K{r,  a)mdr  da  =  — 


'o  Jo 


r-A  i‘r(a)  д2т 

дг 2 


dr  da=  (1- 


'0  Jo 


дгп 
д  r 


)da 


ja  que  ^|r=0  =  1  (formula  (11.19),  pagina  275).  Hem  utilitzat  l’expressi6  de 
K  donada  a  (10.6)  pagina  241. 

Ara  be,  la  igualtat  (12.2), 


d6  дт  da 

ds  д r  ds  ’ 

on  6  =  0(s)  es  l’angle  que  forma  la  geodesica  BC,  d’equacio  (r(s),  a(s)), 
respecte  el  parametre  arc  s,  amb  les  corbes  a  =  constant,  posant  s  =  s(o;), 
es  a  dir,  reparametritzant  la  geodesica  per  l’angle,  perrnet  escrinre 

dO  dO  ds  дт 

da  ds  da  д r  ’ 

de  manera  que  tenim 

[  KdS  =  A+[  ^f-da  =  A+0(A)-0{ 0)  =  A+C-(n-B)  =  A+B+C-n. 
Јт  J  o  da 
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Utilitzant  que  la  curvatura  de  Gauss  es  el  jacobia  de  l’aplicacio  de  Gauss, 
pagina  140,  resulta  que  la  integral  de  K  sobre  cl  triangle  T  es  Гагеа,  amb 
signe,  de  la  porcio  d’esfera  obtinguda  per  la  imatge  de  T  per  l’aplicacio  de 
Gauss  (vegeu  comentari  i  formula  (6.9),  pagina  142). 

Gauss  diu: 

Aquest  teorema,  que  si  no  ens  equivoquem,  s’hauria  de  contar 
entre  els  mes  elegants  de  la  teoria  de  superffcies  corbes,  es  pot 
enunciar  tambe  com  segueix:  L  ’exces  sobre  180°  de  la  suma  dels 
angles  d’un  triangle  format  per  Imies  mes  curtesGeodesiques  sobre 
una  superficie  concavo-concava,  o  el  deficit  sobre  180°  de  la  suma 
dels  angles  d’un  triangle  format  per  Unies  mes  curtes  sobre  una 
superficie  concavo-convexa,  esta  mesurat  per  l  ’area  de  la  part  de 
l’esfera  que  correspon,  a  traves  de  les  direccions  de  les  normals, 
a  aquest  triangle,  si  la  superficie  total  de  l’esfera  es  igual  a  720 
graus. 

Si  tenim  una  superficie  compacta  triangulada  per  C  trianglcs  geodesics, 
podem  aplicar  l’anterior  formula  a  cadascim  d’ells  i  sumar.  Obtenim 

[  K  dS  —  2nV  —  Сп 

Js 

on  V  es  el  nombre  de  vertexs  de  la  triangulacio. 

Com  que  en  aquesta  triangulacio  es  compleix  ЗГ  =  2 A,  on  A  es  el  nombre 
d’arestes,  la  caracterfstica  d’Euler  val 

X  =  C  +  V-A  =  V-^C. 
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Per  tant 


KdS 


2тгх, 


resultat  que  es  coneix  com  teorema  de  Gauss-Bonnet. 


12.5  Exercicis 

Exercici  12.5.1  Demostreu  que  si  9{s)  es  l’angle  amb  que  la  geodesica  q(s) 
talla  les  corbes  coordenades  v  =  constant,  llavors 

VEG  -  FF  ■  9'  =  ^  +  -Evu'  -  Fuu'  -  -Guv' . 

2E  ds  2  2 

Solucio.  Utilitzarem  les  expressions 


ET\,  +FT2 


li 


ET\2  +  FTV  = 


22 


12 


E„ 


Gu  ^ 

- -  +  FV 

2 


ET\2  +  FTV  =  -V 


Еу 

т 


(12.4) 


qne  hem  trobat  a  la  pagina  237. 

Com  qnc  l’angle  9(s)  es  l’angle  entre  els  vectors  7T),  amb  j(s)  =  +(u(s),  v(s)), 
i  ( pu  tenim 


(  u'  v'  )  ^ 


E  F 
F  G 


Ve 


=  cos  9 


es  a  dir 


у/Е  cos  9  —  Eu'  +  Fv',  (12.5) 

ignaltat  de  funcions  de  s.  Per  tant, 

VE  sin  9  =  ±v'VEG  -  F2,  (12.6) 

com  es  veu  facilment  utilitzant  que  Eu'2  +  2Fu'v'  +  Gv'2  =  1  (s  parametre 
arc). 
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Derivant  (12.5)  i  utilitzant  (12.6)  tenim 


(Euvf  +  Evv')u!  +  Eu"  +  ( Fuu'  +  Fvv')v'  +  Fv"  =  — -=  cos  9  —  9'у/Е  sin  в 

2  у/Е 

Substituint  u"  i  v"  pel  seu  valor  que  es  dedueix  de  lcs  equacions  de  les 
geodesiques  tenim 


{Еии'  +  Evv')u'  -  E(T\lU'2  +  2T\2u'v'  +  Г*2г/2) 
+  (Fuu'  +  Fvv')v'  -  F(T2uu'2  +  2Г22г/г/  +  Г22г/2) 

=  E  cos  в  —  в'\/Е  sin  в 
2 


Les  formules  (12.4)  permeten  escriure  aquesta  igualtat  com 
(Euv!  +  Evv')u  +  (+„г/  +  Fvv')v' 

^u  /2  771  /  /  ,  /  G u  77  \  /2 

2  ^  Evu  v  +  (  2  Fv)v 

=  E  cos  9  —  в'у/Е  sin  9 
2  ^Е 


Substituint  sin  в  i  cos  в  pels  seu  valors 

(Еии'  +  Evv')u  +  (Fuu'  +  Fvv')v' 

^u  /2  7-1  /  /  1  /  С*и  77  \  /2 

-  —u  -  Evu  v  +  (—  -  Fv)v 

=  ^-(Eu'  +  Fv')  -  Fv'VEG  -  F2 
2E 

=  \(Еип'  +  Evv')u'  +  -  e'v'VEG  -  F2 

2  2h 

(prenem  el  signe  +  en  cl  valor  del  sinus  perque  considerem  9  G  [0,  гг]).  Divi- 
dint  per  v',  i  simplificant,  obtenim 


9'VEG  -  F2 


Ee'  +  \evu'  -  Fuu!  -  ]-Guv' 

2гј  2  2 


com  voliern  demostrar. 


Capitol  13 

Camps  vectorials 

13.1  Camps  vectorials  a  Шп 

Sigui123  U  un  obert  de  Mn.  Un  camp  vectorial  X  sobre  U  consisteix  en 
assignar  a  cada  punt  х  G  U  un  vector  Xx  de  Mn. 

Es  pot  pensar,  doncs,  com  una  aplicacio 


X  :U  CM"  — >  Mn, 

qne  associa  a  cada  х  E  U  un  vector  Xx,  de  Mn.  Es  a  dir,  X(x)  =  Xx. 

Com  qne  tot  vector  de  Mn  es  combinacio  lineal  de  la  base  canonica 
ei, . . . ,  en  de  Mn,  per  a  cada  х  G  Mn  tindrem 


Х(х)  =  Ј2ХЧ*)ег,  (13.1) 

i= 1 

on  els  coeficients  Хг(х)  son  numeros  reals  qne  depenen  de  х. 

A  l’hora  de  representar  un  camp  graficament  snposarem  qne  el  vector  Xx 
te  cl  seu  origen  en  cl  punt  х  €  Mn.  Per  exemple,  cl  camp  de  M2  donat  per 
X(x,y)  =  (x,y)  cl  representem  com 


123Segueixo  uns  apunts  manuscrits  de  Joan  Girbau. 
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Els  carnps  els  podem  sumar  entre  si  i  multiplicar  per  escalars  de  manera 
evident  i  tambe  els  podem  multiplicar  per  funcions.  Concretament  si  /  :  U  C 
№n  — >  №  es  una  funcio  i  X  es  un  camp  vectorial  sobre  U,  llavors  fX  es  el 
camp  vectorial  sobre  U  donat  per 

fX  :  U  cRn  — >  №n 

P  ^  }{P)XP 

Si  denotem  per  Ег  :  №n  — »  №n  cl  camp  constant  Ег(х)  =  ег,  Ух  C  №n, 
i  —  1, . . . ,  n,  l’equaci6  (13.1)  es  pot  escriure  com 

П 

X(x)  =  J2xi(x)Ei(x), 

i= 1 

que,  ometent  cl  punt  х,  dona  lloc  a  l’expressi6 

П 

X  =  J2xiEi,  (13.2) 

i=  1 

on  les  Хг  son  funcions  Хг  :  №n  — у  №,  anomenades  components  del  camp,  ja 
que  associen  a  cada  х  C  U  la  component  i-essima  del  vector  Xx. 

Per  simplificar  la  notacio,  en  lloc  de  (13.2)  escriurem 


х  =  (х1 , . . . ,  Xn) 
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que  permet  pensar  els  camps  com  ‘vectors  de  funcions’.  Es  a  dir, 

(X\...,Xn)  :  U  — >  Mn 

х  ^  {Xl(x),...,Xn(x)) 

Es  diu  que  X  es  un  carnp  vectorial  diferenciable  si  les  seves  components  Хг, 
i  =  l, ...  ,  n,  son  funcions  diferenciables. 

Finalment  observem  qne  cl  prodncte  escalar  ordinari  de  vectors  dona  lloc 
al  prodncte  de  camps.  Concretament,  si  X,  Y  son  camps  vectorials  sobre  U , 
definim  el  seu  producte  escalar  (X,  Y)  com  la  funcio 

(X,  Y)  :  U  C  №n  — >  M 

P  ^  (Xp,YP) 

13.2  Corbes  integrals 

Utilitzarem  sovint  qne  si  X  es  un  camp  diferenciablc  sobre  un  obert  U  i 
P  E  U ,  llavors  existeix  una  petita  corba  q(f)  contingnda  a  U  tal  qne  7(0)  =  P 
i  7 '(t)  =  Х^џ)  (petita  vol  dir  qne  q(t)  nomes  esta  definida  qnan  el  parametre 
t  varia  en  un  interval  obert  del  0).  Aixo  es  conseqiiencia  del  teorema  d’e- 
xistencia  i  unicitat  de  solncions  de  les  eqnacions  diferencials,  i  de  la  de- 
pendencia  diferenciable  d’aqnestes  respecte  de  les  condicions  inicials. 

De  fet  tenim 

Proposicio  13.2.1  Sigui  X  un  сатр  vectorial  sobre  un  obert  U  de  №n  i 
sigui  хо  G  U.  Existeixen  un  entorn  obert  V  de  xq,  e  >  0  i  una  aplicacid 
diferenciable 

ф  :  (-€,€)  xV—>U 
tal  que  ф(0,х)  =  х,  \/x  G  V,  i  tal  que 

dif(t,x)  _ 

dt  Хф{г’хУ 

Demostracio.  Siguin  Хг(х\, . . .  ,xn),  i  =  1 ,...  ,n,  les  components  del  camp 
X  en  la  base  canonica  de  Mn.  Considerem  el  sistema  d’equacions  diferencials 
ordinaries 

d’n  =  ^(ф1^),...,^11^))-,  i  =  l,...,n. 
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Es  a  dir,  ens  preguntem  si  existeixen  funcions  ij)l(t)  que  complcixin  les  ante- 
riors  n  igualtats. 

Pel  teorema  d’existencia  i  unicitat  de  solucions  i  dependencia  diferenci- 
able  de  les  condicions  inicials,  fixat  x0  G  U,  existeixen  e,  б  >  0,  tals  que 
\/x  =  (жх, . . .  ,xn)  que  compleixi  \х^  —  x0i\  <  б,  existeix  una  unica  solucio 
il)l(t,x), . . .  ,ij)n(t,x)  del  sistema,  diferenciable  en  t  i  х,  definida  per  a  \t\  <  e 
i  tal  que  фг(0,х\, . . .  ,xn)  =  х^.  Agafant  V  =  { х ;  \х^  —  x0i\  <  5}  hem  acabat. 
□ 

Nota  13.2.2  Si  fixem  х,  la  corba  ipt(x)  —  ф($,х)  es  la  corba  integral  del 
camp  ja  que  passa  per  х  quan  t  =  0  i  el  seu  vector  tangent  en  qualsevol  dels 
seus  punts  coincideix  amb  cl  valor  del  carnp  en  aquest  punt,  es  a  dir, 

dij)t(x)  _ 
dt  Хмх) ' 

~k  ~k  ~k 


Exemple  13.2.3  Trobem  la  corba  integral  del  camp  X(x,y) 
passa  pel  punt  (0, 1). 

Plantegem  cl  sistema 


dij i1 

dt 

dij)2 

dt 


t)  +  ij)2(t ) 

Ф2Џ) 


que,  per  simplificar  la  notacio  escriurem  simplement  com 


(x  +  y,y)  gue 


dx 

dt 

dy 

dt 


x(t)+y(t) 

y(t) 


De  la  segona  dedui'm  y(t)  =  ce*,  que  en  imposar  y(0)  =  1  ens  dona  y(t)  =  efi 
De  la  primera  dedui'm  x(t)  =  (t  +  a)e *,  que  en  imposar  ж(0)  =  0  ens  dona 
x(t)  =  teb.  La  corba  buscada  es  doncs  (tef,  e *). 

Observem  que  amb  la  notacio  de  la  Proposicio  13.2.1  aquesta  solucio  es 
denota  ij)(t,  0, 1).  Si  volem  coneixer  ip(t,x,y)  per  a  tot  (x,y)  hem  de  trobar 
solucions  del  mateix  sistema  pero  amb  les  conclicions  inicials  ж(0)  =  х  i 
2/(0)  =  у,  o  equivalentment  ф(0,х,у)  =  (x,y).  Obtenim  x(t)  =  (yt  +  х)ег  i 
y(t)  =  уе* ,  es  a  clir, 

*l>(t,x,y)  =  (№  +  х)е\уег). 
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Grup  uniparametric 

Si  fixem  t  £  (— e,  e),  l’aplicacio  :  V  — >  M"  donada  per 


ipt(x)  =  Ф^,х) 


es  un  difeomorfisme.  Nornes  cal  observar  que  la  seva  inversa  es  ф-t.  Tarnbe 
es  compleix  que  si  t,  s,  t  +  s  £  (— e,  e)  i  х,  фх(х)  £  V,  llavors 


Ф t+s(x )  =  фг(Фз(х)). 


Per  aixo  es  diu  que  cl  conjunt  d’aplicacions  {фф\  forma  un  grup  uniparametric 
local  de  transformacions.  No  entrem  de  mornent  en  mes  detalls  que  podeu 
trobar  a  [16]. 


Integral  primera 

Veicm  l’existencia  local  d’integrals  primeres  al  pla. 


Proposicio  13.2.4  Sigui  X  un  camp  vectorial  sobre  un  obertU  deR2.  Sigui 
P  £  U .  Existeix  un  entorn  obert  V  de  P ,  V  C  U ,  i  una  funcio  F  :  V  — >  М 
tal  que  dF^  ф  0,  per  tot  Q  £  W,  i  tal  que  F  es  constant  sobre  les  corbes 
integrals  de  X . 

Es  diu  que  F  es  una  integral  primera  de  X . 


Demostracio.  Suposem,  sense  perdre  generalitat,  que  P  =  (0,0)  i  que  XP  = 
Л(1,0),  Л  G  M.  Sigui  ффх,у)  el  grup  uniparametric  associat  a  X.  Sigui 
h(t,y)  =  фф(0,у)),  definida  per  aquclls  valors  de  t  i  у  on  cl  segon  terme 
tingui  sentit. 
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Calculem  la  diferencial  de  h  a  l’origen. 


Љрф 

=  хР 

,,  /  д  . 

д 

Љр(%) 

ду 

Com  Хр  i  son  linealment  independents,  dhP  es  un  isomorfisme  i  per  tant, 
existeix  W  entorn  obert  del  punt  (0,  0)  del  pla  (t,  у )  tal  que  h  :  W  — »  h(W) 
es  un  difeomorfisme  local. 

Definim  F  =  тт  o  h~l ,  on  7г  es  la  projeccio  sobre  la  segona  component. 
Llavors  dFq  o  en  un  entorn  obert  V  de  P,  V  C  h(W),  i 

F(M°iV))  =  7г(Љ_1^(п,ј/))  =  тг((0, 2/))  =  у. 

Es  a  dir,  F  es  constant  sobre  la  corba  integral  ift(0,y).  □ 

A  l’exercici  13.5.1  apliquem  l’anterior  resultat  a  provar  l’existencia  de 
coordenades  principals. 

13.3  Els  camps  com  derivacions 

Sigui  /  una  funcić  diferenciable  sobre  U,  obert  de  M"  ,  i  X  =  ЕГ=1  XlEt  un 
carnp  vectorial  diferenciable  sobre  U.  Si  P  €  U,  denotem  XP(f)  el  numero 

хР(Л  =  ±хчп(и)р, 


(13.3) 
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que  no  es  mes  que  la  derivada  direccional  de  /  en  la  direccio  dcl  vector  XP. 

Com  qne  cl  gradient  de  /  es  el  camp  vectorial  sobre  U  qne  en  cada  punt 
P  val 


grad  f(P) 


df 


df 


'dzip’  ’  дх\ 


l’anterior  ignaltat  s’escrin  com 


Xp(f)  =  (X,grad  f)(P). 


Aqnesta  expressio  suggereix  que  donat  cl  camp  X  i  la  funcio  /  podem  definir 
una  nova  funcio  X(f)  :  Mn  — >  M  per 

(Xf)(P)  =  XPf . 


Equivalentment , 


X(f)  =  (X,  grad  /) 


Mirant  l’expressio  explfcita  de  XP(f )  donada  a  (13.3),  veiern  que  si  X  i 
/  son  diferenciables,  la  funcio  X(f)  es  diferenciable124. 

Es  diu  que  els  camps  actuen  sobre  les  funcions  assignant  a  cada  funcio 
diferenciable  /  una  nova  funcio  X(f)  que  en  cada  punt  P  val  la  derivada 
direccional  de  /  en  la  direccio  XP.  Podern  pensar  doncs  els  camps  X  com 
aplicacions 


X  :  C°°(U) 


C°°(U) 


on  C°°(U)  es  el  conjunt  de  funcions  diferenciables  sobre  U. 

Es  comprova  que  X(f+g)  =  X(f)+X(g)  i  que  val  la  formula  del  producte 


X(fg)  =  X(f)g  +  fX(g). 


La  pregunta  es:  qualsevol  aplicacio 

D  :  C°°(U)  —+C°°(U) 


prove  d’un  carnp?  La  resposta  es  que  sf,  si  ens  limitem  a  aplicacions  D  com 
l’anterior  que  siguin  lineals  i  complcixin  la  formula  del  producte 


D(fg)  =  (Df)g  +  f(Dg). 

Aquestes  D's  es  diuen  derivacions.  Que  valgui  la  formula  del  producte  im- 
plica  que  la  derivada  de  les  constants  es  zero,  ja  que  D(  1  •  1)  =  2/1(1) 
i  per  tant  D(  1)  =  0.  Llavors,  per  linealitat,  si  c  es  qualsevol  constant 
D(c)  =  D(c  ■  1)  =  cD(  1)  =  0. 


124Si  /  fos  Ck  llavors  X(f)  seria  Ck~ L 
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Teorema  13.3.1  Tota  derivacio  prove  d’un  unic  camp. 
Demostracić.  Donada  D  :  C°°(U )  — >  C°°(U )  considerem  el  camp 

П 

X  = 

i—  1 


on  les  хг  son  les  fnncions  coordenades  habitnals  de  Mn  (projeccio  sobre  la  i- 
essirna  component).  Volcm  venre  qne  per  a  cada  fnncio  diferenciable  /  sobre 
U  es  compleix 

Xf  =  Df. 

Per  comprovar  aqnesta  igualtat  de  funcions  mirarem  que  coincideixen  sobre 
un  punt  Хо  arbitrari.  Per  a  cada  х  considerem  el  segment  que  uneix  х  i  Xq  i 
tenim 


amb 


En  particular 


f1  d. 

f(x)  =  f(xQ)  +  J  —f(x0  +  t(x~x0))dt 

П 

=  f(x o)  +  У^)(Хг  -  Хо г)дг(х) 

2—1 


f 1  df 

9г(х)  =  j  -7^(Xo  +  t(x  ~  X0))dt. 


^т(хо)  =  фо). 


Llavors 


(Xf)(x  o)  =  (XX0,gY&df)  =  ^2(Dxi)(xo)^-(x0). 


i= 1 


dxi 


(Df)(x0)  =  D(f(x0)  +  -  x0 i)9i(x))(x0)  =  О(хг)(хо)д^(х0), 

2—1  2=1 

i  per  tant,  com  x0  es  arbitrari,  X f  =  Df  com  voliem. 

La  unicitat  es  clara  ja  que  carnps  que  coincideixen,  com  derivacions,  sobre 
les  funcions,  coincideixen  sobre  les  funcions  coordenades,  i  per  tant  son  iguals. 
□ 
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Notacio.  Observem  que 

Eif  =  (Ег,  gracl  /)  = 
per  aixb  es  costum  denotar 


Ег 


i  escriure  els  carnps  de  Mn  com 


д_ 

dxf 


X  =  £  X' 


i=  1 


д_ 

дхј 


13.4  Camps  vectorials  sobre  superficies 

Un  сатр  vectorial  amb  suport  a  S,  o  mes  simplement  un  camp  sobre  S,  es 
una  aplicacio 

X  :  V  C  S  — >  M3 
P  ^  XP 

on  V  es  un  obert  de  S,  que  associa  a  cada  punt125  P  G  V  un  vector  Хр  de 
M3. 

L’exemple  paradigmatic  es  l’aplicacio  de  Gauss. 

Observem  que  aquest  tipus  de  camps  es  poden  sumar  i  multiplicar  per 
escalars  i  tambe  es  poden  multiplicar  per  funcions  definides  sobre  V.  Con- 
cretament  si  /  :  S  — >  M,  el  camp  fX  esta  definit  per126 


(fX)(P)  =  f(P)XP. 


Aixo  permet  escriure  el  camp  X  com 


А'  =  ЕЛ' 
2—1 


_д_ 

дхг 


125Si  el  domini  de  definicio  de  X  fos  nomes  un  obert  W  de  S,  nomes  hem  de  considerar 
X  :  W  — >  K3,  ja  que  W  es  tarnbe  una  superficie.  Per  exemple,  si  (r,a)  son  coordenades 
polars  de  R2,  el  camp  д/дг  no  es  un  camp  de  R2  pero  sf  de  R2  \  {(0, 0)}. 

126Si  haguessim  canviat  S  per  un  obert  de  S  a  la  definicio  de  X,  perque  X  no  estigues 
definit  sobre  tot  S,  i  /  tambe  estigues  definida  nomes  sobre  un  obert  de  S,  haunem  de 
tenir  en  compte  que  fX  esta  definit  nomes  a  la  interseccio  dels  donrinis  de  definicio  de  / 
i  X. 
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on  les  X1  son  funcions  sobre  l’obert  V  de  la  superficie  i  — — ,  — — ,  — —  es  la 

OX\  ОХ 2  ОХ з 

base  canonica  de  carnps  de  M3  restringida  a  S  (^  associa  a  cada  punt  de  S 
cl  vector  ег  de  la  base  canonica  de  Mn). 

Direm  que  X  es  diferenciablc  quan  les  funcions  Хг  :  S  — >  M,  i  —  1,  2,  3, 
son  diferenciables. 

Definicio  13.4.1  Sigui  X  un  camp  sobre  la  superficie  S  (potser  definit  nomes 
en  un  obert  de  S).  Si  per  a  cada  P  e  S  es  compleix  que 


XP  e  TPS 


es  diu  que  X  es  un  camp  tangent  a  S. 

Е1  primer  exemple  de  camps  tangents  ve  donat  per  les  derivades  parcials 
d’una  parametritzacić.  Concretament,  si  suposem  que  (U,  p)  es  una  carta 
local  de  S,  sabem,  per  la  seccio  4.5,  que  els  vectors 

д(р  д  p 
ди  ’  dv 

son  tangents  a  la  superficie  en  cl  punt  < p(u,v ). 

Tot  i  que  p  es  una  funcio  sobre  U ,  podem  pensar  les  seves  derivades  com 
camps  sobre  S,  en  lloc  de  sobre  U,  sense  mes  que  posar 

tu-  « U)CS  - 

ip(u,v) 

t:  r (U)CS  - 

<p(u,v)  e-)- 

Com  que  cls  vectors  tangents 

др  др 
ди  ’  dv 

son  linealment  independents  en  cada  punt,  per  a  tot  altre  camp  X  :  p(U)  C 
S  — >  M3,  tangent  a  S,  tenim 


M3 

др 

ди 

M3 

др 

dv 
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Л  —  п\  — - h 

ĆU 


dip 

dv 


on  ai ,а2  son  funcions  diferenciables  sobre  (p(U)  C  S. 

Es  fac-il  veure  que  X  es  diferenciable  (les  seves  tres  components  X2,  Л3 
respecte  de  la  base  canonica  E\ ,  E2l  E:i  de  №3  son  funcions  diferenciables  sobre 
S )  si  i  nornes  si  ср  ,а2  son  diferenciables. 


13.5  Exercicis 

Exercici  13.5.1  (Existencia  de  coordenades  principals)  Donat  un  punt 
P  G  S  no  umbilical,  existeix  una  carta  local  (V,  ф)  amb  P  e  ф(У)  tal  que  les 
corbes  u  =  cte  i  v  =  cte  son  Unies  de  curvatura. 

Solucio.  Donada  una  superffcie  S  volcm  construir  una  carta  local  (V,  ф)  tal 
que  фи,фг  siguin,  en  cada  punt,  clireccions  principals. 

Com  suposem  que  P  110  es  umbilical,  sabem  que  hi  ha  un  entorn  obert  de 
P  sense  punt  umbilicals  i  per  tant  en  cada  punt  d’aquest  entorn  tenim  ben 
dehnits  els  dos  vectors  propis  de  valors  propis  diferents  de  l’endomorfisme  de 
VVeingarten  ei,e2,  que  son  ortogonals. 

Aixo  ens  permetra  dehnir,  mitjangant  una  carta  local,  carnps  sobre  un 
obert  de  №2  als  que  podrem  aplicar  la  Proposicio  13.2.4. 

En  efecte,  considerem  una  carta  local  (U,(p)  amb  P  €  tp(U ),  i  dehnim 
camps  E\ ,  E2  sobre  U  per  la  conclicio  de  que  en  cada  punt  х  e  U  sigui 

d<px(Ei(x))  =  еф(р(х)),  i  =  1,2 

on  e^((p(x))  son  els  vectors  propis  de  l’endomorfisme  de  Weingarten  en  el 
punt  (p(x).  Recordem  que  d(px  es  isomorfisme  entre  №2  i  TV^S. 

A  la  Proposicio  13.2.4  hem  vist  que  existeixen  localment  integrals  prime- 
res,  es  a  dir,  existeix  un  entorn  obert  W  de  х  en  U  i  funcions  amb  dF%  ф  0, 
tals  que  F%  es  constant  sobre  les  corbes  integrals  de  Ei:  i  =  1,  2. 

Les  noves  coordenades  son  justament  els  valors  d’aquestes  constants:  si 
parlem  del  punt  de  coordenades  (х,  у)  ens  referim  al  punt  interseccio  de  les 
Knies  de  curvatura 


F2(u,v)=x,  Fi(u,v)=y. 
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Aixo  es  pot  formalitzar  considerant  l’aplicacio  G(u,  v)  =  ( F2(u ,  v),  F\  (u,  v)) 
que  es  pot  escriure  com 


х  =  F2(u,v) 
у  =  F\(u,  v) 

i  que  es  un  difeomorfisme  local,  ja  que  per  tot  P  G  U 

dGP(Ei(P))  =  (*,0)  =  a£ 
dGP(E2(P ))  =  (0,*)=p|- 

per  a  certes  funcions  X,  џ,  diferents  de  zero  per  ser  dF^  ф  0,  per  tant  te 
inversa  diferenciable  i  la  diferencial  de  la  inversa  compleix  que 

dG~c\p)(§-x)  =  V'E,(P) 
dG~clp>(py)  =  Р~'&(Р) 


Definim  llavors 

Ф(х,у)  =  v(G~l(x,y)) 

i  tenim 

ЛФатф  =  dMdG~^P)(F))  =  v^MP)) 

ффс(р)( E)  =  <bpp(dGč\r,(A))  =  џ-1е2(<р(Р)) 

Aquestes  igualtats  demostren  a  la  vegada  que  ф  es  carta  local  i  que  les 
noves  coordenades  (х,  у)  son  principals. 

S’ha  d’observar  que,  en  general,  no  podrem  aconseguir  Л  =  џ  =  1  en  un 
obert,  ja  que  llavors  la  primera  forma  fonamental  seria  la  identitat,  i  estarfem 
en  un  pla. 

Exercici  13.5.2  Sigui  X  un  camp  tangent  a  S  i  P  G  S .  Llavors  la  corba 
integral  de  X  que  passa  per  P  esta  totalment  contmguda  a  S. 
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Solucić.  Sobre  una  carta  local  que  contingui  P  posem 


X  =  а1 


др 

ди 


CL 


д<р 

dv 


on  ai,a2  son  funcions  diferenciables  sobre  <p(U)  C  S. 

L’existencia  de  corbes  integrals  locals  l’hem  vista  per  a  camps  definits 
sobre  oberts  de  M”  i  no  la  podem  aplicar,  per  tant,  directament  a  X.  Perb 
si  qne  la  podem  aplicar  al  camp  de  №2  (definit  sobre  U) 


Ara  be,  es  pot  venre  facilment  que  la  imatge  per  <p  de  les  corbes  integrals  de 
Y  son  corbes  integrals  de  X,  qne  estan  doncs  a  S. 

En  efecte,  per  definicio  de  la  diferencial  d’una  aplicacio  en  un  punt  es  veu 
directament  qne 


d<pxYx  =  Хф),  MxeU  (13.4) 

ja  que  la  diferencial  de  <p  en  un  punt  х  G  U  es  ГарНсасш  lineal 

d<px  :  №2  — >  №3 


donada  per  la  matriu,  respecte  de  les  bases  canoniques, 


Per  tant, 


др1 

др1 

ди 

dv 

др2 

др2 

ди 

dv 

■6 

со 

др3 

ди 

dv 

d<pxYx  =  M 


а>\{ч>{х)) 

а2(<р(х)) 


ai{(p{x)) 


др 
ди  х 


+  а2{<р{х)) 


др 
dv  х 


Хџ)(х)  • 


La  relacio  (13.4)  ја  diu  directament  qne  les  corbes  integrals  de  X  son 
transformades  per  p  en  les  corbes  integrals  de  Y  ja  que  per  calcular  dpxYx 
s’agafa  una  corba  integral  de  Yx,  es  transforma  per  p  i  es  deriva. 
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Capitol  14 
Formes 


Comencem  amb  un  breu  repas  de  qiiestions  d’algebra  lineal  sobre  espais 
vectorials. 


14.1  Aplicacions  multilineals 

Sigui12'  E  un  R-espai  vectorial  de  dimensio  finita.  Una  aplicacio  multilineal 

ш  :  E  х  Л .  х  E  — »  M 

es  diu  alternada  si  per  a  tota  permutacio  a  e  Sk  es  compleix  que 
^(^(l),  •  •  • ,  иа(к))  =  е(а)ш(и  i,  ...,uk). 

Е1  conjunt  de  lcs  aplicacions  fc-multilineals  alternades  de  E  es  denota 

Л  kE*. 


Amb  la  suma  i  producte  per  escalars  natural  es  un  espai  vectorial.  Observem 
que  Л lE*  =  E*.  Per  conveni,  \°E*  =  №. 

Observem  tambe  que  si  d’entre  els  k  vectors  u±, ...  ,ик  n’hi  ha  dos  d’iguals 
llavors 

w(mi,  •  •  •  ,uk)  =  0. 

En  efecte,  si  =  Uj,  com  la  transposicio  r  =  (г,  j)  te  signe  —1,  tenim 

U)(u\,  ■  ■  ■  ,  Ui,  ■  ■  ■  ,  Uj,  ■  ■  ■  ,  Uk)  U)(u\,  ■  •  •  ,  Uj,  ■  ■  ■  ,  Ui,  ■  ■  ■  ,  uk )  0. 

127Apunts  Gil  Solanes. 
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De  fet,  es  pot  veure  que  aquestes  condicions  son  equivalents,  vegeu  exercici 
14.5.1. 


Definicio  14.1.1  Siguin  ш  E  A kE*  i  в  e  AqE*.  El  producte  exterior  de  ш  i 
в  es  defineix  per 


(шЛв)(и1: . .  .,uk+q) 


k\q\ 


^  ^  e(a)u){uaW,  ч  ^cr(fc) )^(^cr(fc+l) ч  )  'UJcr(k-\-q)') 


(T€:Sk+q 


Per  exemple,  si  ш,  в  G  АгЕ*  llavors 

ш  Л  e(ui,u2)  =  u(ui)d(u2)  -  e(ui)u(u2) 
igualtat  que  posa  de  manifest  que 

LO  Л  в  =  — в  Л  ш. 

Si  ш,  е  AlE*  i  в  е  А2Е*  llavors 

ш  Л  d(ui,u2,u3)  =  ^ш(и3)в(и2,и3)  -  ^ш(и1)в(и3,и2) 

1  1 

-  -ш(и2)в(иг,  и3)  +  -ш(и2)в(и3,  ufi 

1  1 

+  -ш(и3)в(и1:  и2)  -  -ш(и3)в(и2,  Mi) 

pero  com  в(и,у)  =  —в(и,и) 


ш  Л  6*(и1,и2,и3)  =  ta(ui)0(u2,M3) 
-  ш(и2)в(иг,и  з) 
+  ш(и3)в  (и3,  и2) 


igualtat  que  posa  de  manifest  que 

ш  Лв  =  в  Лш. 


Veurern  en  general  que,  a  menys  que  les  dues  formes  que  multipliquem 
exteriorment  tinguin  les  dues  grau  imparcll,  cl  producte  exterior  es  commuta- 
tiu.  En  canvi,  sempre  es  associatiu.  Pero  abans  hem  de  veure  que  el  producte 
exterior  d’aplicacions  multilineals  alternades  es  una  aplicacio  multilineal  al- 
ternada. 
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Proposicio  14.1.2  Siguin  ш  G  Л kE* ,  в  e  AqE*  i  r)  e  Л rE* .  Llavors, 


1)  oj  л  в  e  Ak+qE*. 

2)  (a;  Л  6*)  Л  гј  =  u>  Л  (в  Л  /7) 


3)  соАв  =  (-1)кдвА  ш. 


Demostracio.  1)  Hem  de  veure  que 


uj  Л  0(ит(1), . . . ,  uT(k+q))  =  е(т)  tu  Л  0(и!, . . . ,  u/c+g). 


Pero 


tU  Л  0(мт(1),  •  •  •  ,  Ur)k+q) )  I  ^  ^  ^(^^(^стМ!)))  j  исг(г(/с))) 


^!<?!  ,fc 

'$(и<т(т(£+1))>  >  Uar(k+q)) 


Dient  p  =  a  o  т,  i  tenint  en  compte  qne  qnan  a  pren  tots  els  valors  de  Sk+q 
(т  fixada),  p  tambe  pren  tots  els  valors  de  Sk+q  tcnim 

tu  Л  0(ит(1)} . .  • ,  uT[k+q))  =  ^  е(р)е(т)ш{ир{1),  •  •  •  ,  up[k))  • 

p£Sk+q 

■в(иррк+Х)г  i  Up(k+q)) 

ja  qne  e(cr)  =  е(р)е(т).  Е1  terme  de  la  dreta  es  justament 


е(т)ш  Л  0(tti, . .  .,ик), 


com  volfem. 
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2)  Donats  vlr. . .  ,vk+q+r 
(c v  Atp)  Л  rj(vi, . .  .,vk+q+r) 

(l  -V  П  f  ^  1  ^(СГ)  +  S  V)(^l),  •  •  •  iv<j(k+q))v(v<j(k+q+l)i  ■  ■  ■  ivar(k+q+r)) 

1  +  q)-r ■  aesk+q+r 

=  (k  +  q)\k\q\r\  E  E  ФМтММ) . мч)' 

(TG<Sfc_|_q,_(-r  TGo^_|_g 

9^(^rcr(fc+l)  5  •  •  •  ^тсг(/г+^))  *  ^(^-(/c+g+l)  5  •  •  •  j  ^<r(fc+g+r)) 

=  (<.  +  д)ШдМ  E  E  Ф)ФМ^(1),...,^№))- 

•  </?(пТ(т(А;+1))  •  •  •  VTa(k+q'))  ■  Tj(v  rcr(k-\-q-\- 1)?  •  •  •  ?  ^тсг  (fc+g+r)) 

=  ^H  I]  £(+K(1)l..+,(fc))- 

TGo/g+gr+^ 

+  (+r(fc+l) )  •  •  •  vn(k+q))  ’  +Dr(fc+<j'+l) ,  ■  ■  ■  ,  VTjk+q+r)) 

on  hem  pensat  r  G  5fc+g  com  nn  element  de  Sk+q+r  que  es  la  identitat  sobre 
a(k  +  q  +  1), . . . ,  <т(к  +  q  +  r). 

La  ultima  igualtat  es  deguda  a  que  cada  7г  e  «Sfc+g+r  es  pot  escriure  de 
(k+q)\  maneres  diferents  com  a  composicio  7г  =  аот  de  a  e  ++(Ј+Г  i  r  e  Sk+q 
(una  per  cada  r  possible).  A  mes,  es  clar  que  е(тг)  =  е(а)е(т). 

Si  ara  apliquem  cl  mateix  raonament  a  ouA  (<pArj),  ja  es  veu  que  arribarem 
al  mateix  resultat. 


Te  sentit,  doncs,  escrinre  а/Л-  •  -Au>k  sense  necessitat  de  posar-hi  parentesis. 
3)  Signi 


_  /  1  •••  q  q  +  l  ...  k  +  q  \ 

у/с  +  1  ...  k  +  q  1  ...  k  ) 

Observem  qne  podem  reordenar  la  segona  Ша  fins  obtenir  1,2 , . . .  ,k  +  q,  o 
be  passant  q  +  k  al  final  de  tot,  darrera  la  k  (k  salts),  a  continuacio  q  +  k  —  1 
tambe  darrera  la  k  (k  salts  mes)  etc.  Si  k  es  parell,  amb  un  niimero  parell  de 
salts  (transposicions)  haurem  reordenat.  Si  k  es  imparell,  cada  vegada  qne 
fem  els  anteriors  salts  canviara  cl  signe,  per  tant  si  q  es  parell  110  canviara  el 
signe  i  si  es  imparell  sf.  Es  a  dir,  el  signe  sera  1  si  k  o  q  son  parells  i  —  1  en 
cas  contrari.  Aixo  es  pot  resumir  posat 

<т)  =  (-l)4’. 
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Llavors 


uj  Л  9(иц . .  .,uk+q)  = 

p\q\  ^  ^  c(o)uj(ua( i),  ,  иа(к))@(иа(к+1),  ,  ua(k+q)) 

OSSfc+IJ 

^  ^  e(cr)0('U(T(j,+i) ,  ,  ua(k+q)  )uj  (И(ј(1)  ,  ,  W<r(fc)) 


/с!д! 


A;!g! 


/c!g! 


/с!с/! 


^  ,  eW^K(r(l)),"  -  i  ua(T(q)))^(ua(r(q+l)),  ‘  ,ua(r(k+q))) 


CrGSk+g 


У  ,  с(сг)0(Ир(1),  ,  ир(д))^(ир(<1+1))  )  up(k+q)) 


aGSk+g 


У  ^  6(<7)0(lip(i),  ;  ир(д))^(ир(д+1);  )  up(k+q)) 


p£Sk+q 


^!^!e(r)  ^  (  е(р)^(ир(1) )  '  ‘  ‘  )  ир(д))^(мр(д+1))  ‘  ‘  '  )  up(k+q) ) 

p£Sk+q 

=  (-l)kq9  Auj(ui,.  .  .  ,Uk+q) 


amb  p  =  o  o  r.  Observem  que  es  cl  mateix  sumar  per  a  totes  les  cr  que  per  a 
totes  les  cr  o  r  i  que  e(p)  =  е(сг)  ■  е(т). 


Proposicio  14.1.3  Siguin  cu1, . . .  ,шк  €  E* .  Llavors 


uj1  Л  •  •  •  Л  o/(-ui, . . .  ,ик) 


CU^-Ui) 


UJk(u\) 


^(Uk) 

UJk(uk) 


Demostracio.  Procedim  per  induccio.  Е1  cas  k  =  1  es  obvi.  La  idea  ara  es 
classificar  les  permutacions  de  Sk  en  k  subconjunts:  les  que  porten  1  a  1,  les 
que  porten  1  al  2,  etc.  Cadascun  d’aquests  subconjunts  te  (k  —  1)!  elements. 
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Aixf  doncs 

uj1  Л  •  •  •  Л  cok(ui, . . . ,  Uk)  =  co1  A  (co2  Л  •  •  •  Л  шк)  (u\, . . . ,  uk) 

1  k 

=  7J—[y  Y1  Y  e(cr)a;1('u*)a;2  Л  •  •  •  Aujk(ua(2),  .**џиа(к-)) 

i= 1  <rGtSfc,cr(l)=ž 

k 

=  ^(-l)^1^1^)^2  Л  •  •  •  Л  ujk(uu  . ?..  ///,)  (14.1) 

2—1 

ja  que  per  cada  cr  e  .S'fc,  amb  <т(1)  =  i,  (n’hi  ha  (Л:  —  1)!  d’aquestes)  es 
compleix  que 

e(cr)uj2  Л  •  •  •  Л  uok(ua( 2), . . . ,  Mff(fc))  =  (-l)i+1cu2  Л  •  •  •  Л  o;fc(Mi, .  ? .,  uk)  (14.2) 

En  efecte,  la  permutacio  r  que  porta  (1,  .1  .,k)  a  (<r(2), . . . ,  <т(А;))  compleix 
que  e(<r)  =  (— 1)г+1е(т)  ja  que  podem  expressar  a  com  la  composicio 

(1, 2, . . . ,  k)  ->•  (i,  1, . ! .,  k)  ->•  (i,  cr(2), . . . ,  сг(Л)), 

i  la  primera  te  signe  (— 1)г+1  i  la  segona  te  el  signe  de  r.  Per  tant,  el  segon 
terme  de  (14.2)  es  igual  a 

(-1)г+1е(т)о;2  Л  •  •  •  Л  шк(иа{ 2), . . . ,  и^)) 

i  aixo  prova  (14.2),  i  per  tant  (14.1). 

Desenvolupant  cl  determinant  de  l’enunciat  per  la  primera  fila  i  aplicant 
la  hipotesi  d’induccio  a  (14.1),  hem  acabat.  □ 

Un  cas  particular  interessant  d’aquesta  situacio  es  quan  E  =  №n  i  pre- 
nem  la  base  canonica  (ei, . . . ,  en)  i  la  seva  base  dual  (e\, ... ,  e*  ).  Llavors  la 
proposicio  anterior  diu  directament  que 

e\  A  ■  ■  ■  A  e*n(ui, ...  ,un)  =  det(tq, . . . , un) 

entenent  per  determinant  de  n  vectors  el  determinant  de  la  matriu  formada 
per  les  components  d’aquests  vectors  respecte  de  la  base  canonica. 

Exemple  14.1.4  Donats  u,v  G  №3  definim  dos  1-formes  a,(3  per  contraccio 
amb  la  metrica.  Es  a  dir,  УХ  e  M3  dehnim 

a(X)  =  iug(X)  =  (u,X) 

0(X)  =  ivg(X)  =  (v,X). 
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Llavors,  utilitzant  la  identitat  de  Lagrange, 


Es  a  dir, 


aA/3(X,Y) 


a(X)fi(Y)  -  a(Y)j3(X) 
(u,X)(v,Y)-(u,Y){v,X) 
(X  Л  У,  u  Л  v ) 
det(u  Л  v,  X,  Y) 


ćg  A  ivg  =  det (u  Л  v,  ■,  •) 


Proposicio  14.1.5  Sigui  (ei, . . . ,  en)  una  base  de  l’espai  vectorial  E  i  sigui 
(ej, . . . ,  e* )  la  seva  base  dual. 

1.  Siguin  ш  G  AkE* ,  i  u\, . . .  ,Uk  G  E .  Llavors 


LO 


(u\,  .  .  .  ,  Uk)  —  'У  ^  ■  ■  ■  :ejk)i 

jl<—<jk 


amb 


ел(«1)  •• 

е* 

'  C3l 

(ик) 

41  ... 

< 

л  . 

^п-Зк  — 

= 

e*k(ui)  .. 

е* 

• 

(ик) 

a{fc  . . . 

< 

amb  =  Yj'j= 

i  al 

еЈ- 

2. 

Tot  ш  G  Л kE* 

s’escriu  com 

ш  = 

= 

л ,  •  •  ■ 

'  )  е3к)' 

4  л •  •  • л  4- 

ji<—<jk 

3. 

Les  aplicacions  mutilineals 

в* 

-se 

* 

< 

< 

1  < 

h  < 

<  јк  <  п, 

formen  una  base  de  Л kE*,  que  te  doncs  dimensio  (”). 

Demostracio.  1.  Abans  de  fer  el  cas  general  mirem  els  casos  /с  =  1  i  k  —  2. 
Si  =  1,  ш  es  una  1-forma  i 

ш(и)  =  ш(ае  i)  =  аш(е  i)  =  еј(и)ш(е  i). 
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Si  k  —  n  —  2,  ш  es  una  2-forma  i 


u(ui,u2) 


co(ae i  +  be2,  ce i  +  de2) 


a  c 
b  d 


w(ei,e2) 


e\(ui)  e\(u2) 

e2(wi)  е^(и2) 


w(e  i,e2). 


Si  k  =  2,  n  =  3,  cu  es  una  2-forma  i 


w(ui,m2) 


—  tu(a}ei  +  a^e2  +  a^e 3,  a^ei  +  а^е2  +  а^ез) 

=  uj(a\e  1,  a^ei  +  a^e^  +  а^ез) 

+  ui(a\e2 ,  a^ei  +  a^e^  +  а^ез) 

+  uj(afe 3,  a^ei  +  а^е2  +  а^ез) 

=  ta(ajei,  a^e2  +  а^ез) 

+  ui(a\e2,  a\e\  +  a^e 3) 

+  ш(а\ез,  a\e \  +  a^e^) 

=  aja^ta^ei,  e2)  +  a}a|a;(ei,  e3) 

+  afa2ta(e2,  e3)  +  a^a\uj(e2,  e3) 

+  afa2tu(e3,  ei)  +  а^а^аДез,  e2) 


+ 

+ 


a\  a\ 
a\  a| 

a|  a^ 
af  a| 

a\  a\ 
a'\  a| 


w(ei,e2) 
w(ei,e3) 
w(e2,  e3) 


Apareixen  doncs  els  tres  menors  de  la  matriu  que  te  per  columnes  les  com- 
ponents  de  u\,u2  respecte  la  base  inicial. 

Nota.  Es  mes  facil  escriure 


uj(u\,u2)  —  uj(a\ei,aJ2ej) 

i  pensar  quin  es  cl  coeficient  de  ta(ei,e2),  ta(ei,e3)  i  tu(e2,e3). 

Aquesta  mateixa  idea  serveix  per  resoldre  cl  cas  general,  que  110  obstant 
explicitem. 
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Demostracio  de  1  en  el  cas  general.  Posem  =  J2jalej-  Llavors  tenim 
ш{ии...,ик)  =  ujC£2a{1ejl,...,J2a{kejk) 

31  Зк 


Ј1,-Л 


(i) 


Y  Y  ai0l)  ■  ■  ■  а1Ши}(е*и1>>  ■  •  •  >  е*ш) 

31<-<јк  a&Sk 


Y  [Y e(a)ai 

ji<—<jk  '  creSfe 


CT(ii)  ^tik) 

L6n 


cu(eji, . . .  ,ejk) 


La  igualtat  (1)  prove  simplement  d’observar  que  tots  els  sumands  que 
apareixen  a  l’esquerra  de  la  igualtat  es  poden  reagrupar  com  aquells  que 
contenen  una  determinada  col-leccio  de  k  nombres  (d’entre  els  n  possibles), 
concretament  agrupem  junts  els  que  contenen  ji, ...  ,jk.  Per  exemple,  tots 
els  sumands  que  contenen  el  ei,e3,e5,  etc.  Observem  que  a  l’esquerra  de  (2) 
hi  ha  V(  sumands  ja  que  elegim  k  elements  entre  п  ordenats  o  no,  i  a  la  dreta 
((()  •  k\  =  V*.  Conve  pensar  Sk  com  cl  grup  de  pemutacions  dels  k  numeros 
ј  1 i  •  •  •  i  3 k  ■ 

Observem  que  cl  sumatori  entre  parentesis  es  el  menor  forrnat  per  les  files 
ji, . . .  ,јк  de  la  matriu  n  х  к  formada  per  les  components  dels  vectors  U{, 

(  a\  ...  a{  \ 

I  «?  •••  «1 


\ani  •••  alJ 

amb  a{  =  e*{ui).  Es  a  dir, 


...  ai1 

eji «  •• 

•  Mi  (Uk) 

а{к 

...  af 

е*јкМ  •• 

•  е*јкМ 

u(ui, . . 

■ ,  ик) 

Ajl...jkUJ[ 

' 

\ej 1 1  ■  ■  •  i  ejk 

ji<-<3k 


Per  tant, 
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com  voli'em. 

2.  Consequencia  immediata  de  l’apartat  anterior  i  la  Proposicio  14.1.3. 

3.  L’apartat  anterior  ens  diu  que  aquestes  (n)  forrnes  generen  l’espai 
vectorial  de  fc-formes  AkE*.  Veiern  que  son  lincalment  independents.  Si 

V  Лл . 

l<ji<—<jk<n, 

apliquem  els  dos  terrnes  d’aquesta  igualtat  a  (en , . . . ,  eJk)  i  com  que 

eh  л-"л4(ел’-^’е^)  =  1 

eii  л  "  '  л  e*ji(ehi  •  •  • )  е4)  =  п,  ^ 

(a  la  matriu  corresponent  hi  hauria  una  colunma  de  zeros)  obtenim 

л ji,—,3k  =  п-  п 

Observem  que  l’apartat  1),  en  cl  cas  k  =  n,  s’escriu  com 
u(ui,  ...,un)  =  det(e*(uj))u;(ei, . . .  ,en). 

Determinant 

Observem  que  dimAn(Mn)*  =  1.  Com  e\  Л  •  •  •  Л  e*  es  una  n  forrna  no  nul-la 
de  Mn,  es  automaticament  una  base  de  An(Mn)*  362  Com  que 

ei  л  •  •  •  л  e*(ui,  ...,vn)  =  det(e*(«j)) 

denotarem 

det  =  e*  Л  •  •  •  Л  e* 

Ea  dir,  la  n-forma  det  associa  a  cada  n  vectors  el  determinant  de  la  matriu  que 
te  per  colunmes  les  components  d’aquesta  vectors  respecte  la  base  canonica 
(o  respecte  una  base  ortonormal  positiva  qualsevol,  exercici  14.5.3). 

Exemple  14.1.6  Donats  u,v,w  G  M3  dcfinim  tres  1-formes  ct,f3,  r]  per  con- 
traccio  amb  la  metrica.  Es  a  dir,  WX  e  M3  definim 

a(X)  =  гид(Х)  =  (u,  X) 

0(X)  =  iv9(X)  =  (v,X) 
v(X)  =  iu9(X)  =  (w,X) 
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Llavors, 

а  Л  /3  Л  r]  —  X  det 

ја  que  dirn  Л3(М3)*  =  1  i  det  es  una  base  d’aquest  espai. 

Per  coneixer  Л  apliquem  а  Л  /3  Л  rj  justament  als  mateixos  vectors  u,  v,  w. 


а  Л  /3  Л  r}(u,  v,  w) 


(и,и)  (u,v)  ( u,w ) 

(v,  u)  (v,  v)  (v,  w) 
(w,u)  (w,v)  (w,w) 

det((u,  v,  wf  ■  (u,  v,  w)) 
det  (u,  v,  w)2 


on  (u,  v,  w)  denota  la  matriu  3x3  que  te  per  colunmes  les  components  de 
u,  v,  w  respecte  la  base  canonica. 

Per  tant,  Л  =  det (u,v,w),  i 


iug  Л  ivg  Л  iwg  =  det(u,  v,  w)  det 


Determinants  i  volum 

Geometricament  el  determinant  de  n  vectors  es  el  volum  del  paraMclepiped 
que  formen. 

Proposicio  14.1.7  Siguin  v\, . . vn  G  Mn.  El  volum  del  paral- lelepipede  P 
de  costats  V\, . . . ,  vn  esta  donat  per 

vol(P)  =  |  det(iq, . . .  ,vn)\ 

Demostracio.  Per  induccio.  Per  n  =  1  es  clar.  Fem-ho  com  exercici  per  a 
n  =  2. 

En  aquest  cas  sabem  que  l’area  del  paraMelogram  format  pels  vectors 
u,  v,  que  formen  entre  ells  un  anglc  a,  es  igual  a  la  longitud  de  la  base  per 
l’altura. 

Aixf  doncs 


Area  =  \v\  ■  h  —  \v\\u\  sin a  =  \v\\u\ \  1  — 


u  ■  V 

NM 


=  \/|m|2|u|2  -  (u  ■  v)2  =  \J (u\v2  -  u2vi)2 
=  |  det(u,  u)|. 


u  1  V\ 
u2  v2 
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Una.  altra  manera  es  mirar  el  dibuix  i  adonar-se  que  la  figura  ratllada 
esta  formada  per  dos  triangles  de  la  mateixa  base  OII  i  altures  respectives  c 
i  a  —  c,  de  manera  que  Гагеа  del  paraMelogram  de  costas  OP.  OQ  es  igual  a 

Area  =  2 -QH.(c  +  a  —  c)  =  (d - )  •  a  =  ad  —  bc  =  det (оД  O ($). 

Zj  CL 


Passem  al  cas  general.  Е1  volum  d’un  paral-lelepfpede  n-dimensional  es 
pot  definir  per  recurrencia  com 

Vol(v i, . .  .,vn)  =  Vol(v i, . . .  ,vn_ i)  •  h 

on  h  es  l’altura  del  paral-lelepfpede  sobre  l’hiperpla  E  =  (iq, . . .  es  a 

dir,  vn  =  u  +  hN  on  u  G  E  i  N  es  ortogonal  a  E  (amb  el  producte  habitual 
de  Rn)  i  unitari. 

Es  pot  veure  que  aquesta  definicio  no  depen  de  quin  dels  vectors  vt  fa  el 
paper  de  vn. 

Per  induccio,  identificant  E  amb  Mn_1, 

Vol(v i, . .  .,vn)  =  |  det(wi, . . .  ,un_i)|  •  h 

on  det(ni, . . .  ,un_i)  vol  dir  el  determinant  de  la  matriu  (n  —  1)  х  (n  —  1) 
formada  per  les  components  de  v\, . . . ,  un_i  respecte  de  una  base  ortonormal 
(no  importa  quina)  de  E. 

Ara  tenim 

det(fi, . . . ,  vn)  =  det(fi, . . . ,  vn_i,  u  +  hN)  =  det(ui, . . . ,  hN) 

=  h  det(ni, . . . ,  un_i,  N)  =  h  det(ui, . . . ,  un_i). 

det(ui, . . .  ,vn)\.  □ 


Per  tant, 


Vol(v  i,  ...,vn) 
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14.2  Formes  diferencials  a  Жп 

Defmicio  14.2.1  Una  k-forma  diferencial  definida  en  un  obert  U  de  №n  es 
una  aplicacio  diferenciable 


uj  :  U  — >  Afc(№n)*. 

Com  l’espai  vectorial  de  la  dreta  s’identifica  amb  №(fe)  te  sentit  dir  que  uj  es 
diferenciable. 

Denotant  (e*, . . . ,  e* )  la  base  dual  de  la  base  canonica  (ei, ,  en)  de  №” 
sabem  que  Ух  G  U, 


w{x)=  y  an...ik(x)ei л  •••  л<- 

Dir  que  uj  es  difcrenciablc  vol  dir,  per  definicio,  que  cada  component,  respecte 
d’una  base  de  l’espai  vectorial  de  la  dreta  ho  es.  Es  a  dir,  ш  es  diferenciable 
si  i  nornes  si  lcs  (n)  funcions  s°n  diferenciables. 

Е1  conjunt  de  fc-formes  diferenciables  sobre  U  es  denota  Dk(U). 

Les  operacions  sobre  els  clcments  de  Afc(№”)*  es  passen  a  fc-formes.  Per 
exemple,  si  ш  €  Dr(U)  i  r)  G  DS(U),  llavors  ш  Л  r)  es  la  (r  +  s)-forma  sobre  U 
donada  per 

(oj  Л  rj)(x)  =  uj(x)  Л  r)(x). 

En  particular,  podem  multiplicar  una  funcio  /  sobre  U  per  una  fc-forma 
uj  sobre  U,  i  tindrem 

(fu)(x)  =  f(x)  A  uj(x)  =  f(x)uj(x), 

ja  que  f(x)  es  un  numero  real,  o  equivalentment,  quan  l’apliquem  a  k  vectors 
u\ , . . .  ,uk  e  №n 

(fuj)(x)(u\, . . .  ,uk)  =  ^f(x)uj(x)^(u\, . . .  ,uk)  =  f(x){uj(x)(u\,...,uk) 

Podem  escriure  doncs  /  Л  uj  =  fuo. 

Nota  14.2.2  En  lloc  d’escriure  uj(x)(u\,  . . .  ,uk)  es  habitual  escriureuj(x]U\, . . .  ,uk) 
de  manera  que 


(fu)(x-,  и\,...,ик)  =  f(x)uj(x ;  и\,...,ик). 
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Observem  que  les  A:-formes  sobre  un  obert  U  de  Mn  es  poden  pensar  com 
aplicacions  multilineals  alternades  ш  :  X(U)  х  •  •  •  х  X(U)  — >  F(U)  on  X(U) 
denota  cl  conjunt  de  camps  diferenciables  sobre  U  i  R(U)  el  conjunt  de  lcs 
funcions  diferenciables  sobre  U,  definides  per 

ш(Хи  . .  .,Xk)(P)  =  и(Р)(Х1Рг . .  .,XkP).  (14.3) 

D’aquesta  manera  les  1-formes  es  poden  considerar  com  duals  dels  camps. 

Diferencial  d’una  funcio  com  1-forma 

Si  f  :  U  C  Mn  — >  M  es  diferenciable  la  seva  diferencial  en  cada  punt  х  E  U 
es  l’aplicacio  lineal  que  te  per  matriu  respecte  de  les  bases  canoniques 

(  ŠL  AL\ 

у  дх\  '  '  '  дхп  J 

(totes  aquestes  derivades  en  el  punt  х).  En  particular,  dfx  G  (Mn)*  i  podem 
pensar  doncs 

df:  t/— >■  (Mn)* 

X  dfx 

com  una  1-forma  sobre  U. 

Per  tant  podem  escriure 

П 

dfx  =  a,i(x)e * 

i= 1 

Pero 


i  per  tant 
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Cas  particular  fonamental  es  quan  /  es  la  funcio  coordenada  хг.  es  a 
clir,  la  funcio  que  assigna  a  cada  punt  P  G  Mn  la  seva  coordenada  i-essima 
respecte  de  la  base  canonica.  Llavors  la  formula  anterior  queda 

( dxi)x  =  e* 


Ја  due  §ђ  =  бч- 

Per  tant, 

dfx  =  r^r(x)(dxi)x, 

i=  1  1 

que  ens  dona  la  igualtat  de  1-formes 

Of  = 1  9dp- 

i= 1 

Observem  que  si  n  =  1  aquesta  expesio  es  la  que  escrivim  quan  fem  un 
canvi  de  variables  t  =  t(s)  per  al  calcul  de  primitives:  canviem  t  per  s  i  dt 
per  dt  =  t'(s)ds. 

Com  que  en  cada  punt  х,  (dx\)x, . . . ,  (dxn)x  son  una  base  de  (№n)*,  per 
la  Proposicio  14.1.5,  tenim  que  tota  fc-forma  ш  sobre  U  es  pot  escriure  com 

ш  =  ^2  a,i-L...ikdxil  f\  ■  ■  ■  f\  dxik, 

Г1  <•  •  •  <*fc 

amb  ai1-m.ik  funcions  sobre  U.  Es  en  aquest  sentit  que  es  diu  que  dx^  Л  •  •  •  Л 
dxik,  amb  i\  <  •  ■  ■  <  ik,  es  una  base  de  Dk(U)  (son  una  base  en  cada  punt). 

Exemples  a  M3. 

a)  0 -formes.  Les  0-formes  son  simplement  les  funcions  diferenciables  sobre 
U. 

b)  1  -formes.  dx,  dy,  dz  son  una  base  de  les  1-formes.  Tota  1-forma  u>  es 
pot  escriure  com  ш  =  Adx  +  Bdy  +  Cdz  amb  A,  B,  C  funcions  de  х,  у,  z. 
Per  exemple,  ш  =  xdy  —  у  dx 

c)  2 -formes.  dx  Л  dy,  dx  Л  dz,  dy  Л  dz  son  una  base  de  les  2-formes.  Tota 
2-forma  ш  es  pot  escriure  com  ш  =  Adx  Л  dy  +  Bdx  Л  dy  +  Cdy  Л  dz 
amb  A,  B,  C  funcions  de  х,  у,  z.  Per  exemple,u;  =  ху  dx  Л  dy  —  dx  Л  dz. 
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d)  3 -formes.  dx  Л  dy  Л  dz  es  una  base  de  les  3-formes.  Tota  3-forma  ш  es 
pot  escriure  com  co  =  Adx  Л  dy  Л  dz  amb  A  =  A{x,  у,  z).  Per  exemple, 
ш  =  x2y  dx  Л  dy  Л  dz. 


Proposicio  14.2.3  Donats  un  camp  X  i  una  funcio  f  sobre  un  obert  U  de 
№n  es  compleix  que 

df(X)  =  Xf. 


Demostracio.  Per  a  cada  punt  P  E  U  tenim 

df(x)(p)  =  dfp(Xp)  =  (f^A(p)e;)(xP)  =  (grcdf,x)(p)  =  xPf. 


Per  tant, 

df(X)=Xf.  □ 

En  particular,  si  prenem  f  =  Хј  i  considerem  el  carnp  X 
tenirn 


ja  que 


dxj(X)  =  Х(хј)  =  Хј 

Ef(Xj)  =  dij. 


ЕГ=!  XiEi 


En  particular, 

dxj(^)  =  бИ> 

i  per  aixo  diern  que  les  1-formes  dx i, . . . ,  dxn  son  duals  dels  carnps 


д  д 

дх\  ’  '  '  '  ’  дхп  ' 


Nota  14.2.4  (Formes  a  valors  vectorials)  Donada  F  :  №n  — *  №m  dife- 
renciable  podem  pensar  que  F  =  (Fj, . . . ,  Fm)  i  cada  Ft,  les  components  de 
F,  es  una  aplicacio  ij  :  №n  — >  №. 

Per  tant  cada  dFt  es  una  1-forma 

dFi  :  №n  — >  Ax(№n,  №)  =  £(№n,  №)  =  №* 

i  aixd  permet  pensar  dF  com  una  1-forma  a  valors  vectorials 

dF  :  №n  — >  Ax(№n,  №m)  =  £(№n,  №m), 


donada  per 


f  dF1P  \ 
у  dFmP  J 


(Cada  dFiP  representa  la  fila  de  la  matriu  jacobiana) 
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Pull-back 

Defmicio  14.2.5  Donada  F  :  U  C  №n  — »  V  C  №m  diferenciable  entre 
oberts  de  №n  i  №m  definim  el  pull-back  de  F  com  l’aplicacio 

F*  :  flk(V)  — »  Dk(U) 

donada  per 

(F*u)(x)(v i, . .  .,vk)  =  cu(F(x))(dFxvi, . .  .,dFxvk), 

\/x  eU,Vi  E.  №n,o;  G 

Si  k  =  0,  fž°(P)  es  el  conjunt  de  les  funcions  diferenciables  /  :  V  — »  №, 
i  definim  F*(f )  =  /  o  F.  Observem  que  /  o  F  E  D°(U). 

Proposicio  14.2.6  Sigui  F  :  U  C  №n  — »  V  C  №m  diferenciable  entre 
oberts  de  №n  i  №m,  i  siguin  a,  /3  e  fžr(P)  г  i)  e  Os(P).  Llavors 

1.  F*(a  +  P)  =  F*a  + 

2.  F*(o  Л  ?7)  =  Л  F*r/. 

5.  Si  f  :  V  — »  №  es  una  funcio  diferenciable, 

F*(df)  =  d(foF). 

4 ■  Si  G  :  V  C  №m  — »  bb  C  №p  es  diferenciable,  llavors 

(GoF)*  =  F*oG*. 


Demostracio.  Els  apartats  1  i  2  son  consequencia  directa  de  les  definicions. 
Per  provar  3  apliquem  aquestes  1-formes  a  un  punt  i  a  un  vector.  Per  la  regla 
de  la  cadena, 


d(f  O  F)x(v)  =  (dfF{x)  O  dFx)(v)  =  (F*(df))x(v).  □ 


Observem  que,  en  particular,  F*(fa)  =  (f  o  F)F*a  i  que 


F*dxi  = 

з 


m 

дхј 


dxj 


ja  que  les  components  F,  de  F  son,  per  definicio,  F,  =  x,o  F. 
L’apartat  4  el  deixem  com  exercici.  □ 
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Element  de  volum 

La  n-forrna 

r)  =  dx  i  Л  •  •  •  Л  dxn 

de  №n  rep  el  nom  de  “element  de  volurn”  ja  que  en  cada  punt  х  e  №n  tenim 
r)x  =  (dx i)x  Л  •  •  •  Л  (rfxn)x  =  e*  Л  •  •  •  Л  e*  =  det 
i  ja  sabem  que  el  determinant  es  el  volum. 


Proposicio  14.2.7  Sigui  F  :  U  — >  V  diferenciable  entre  oberts  de  №n  i 
sigui  u  una  n-forma  de  №n.  Llavors 


F*uj 


(tooF)( 


dF  dF 
дх\  ’ "  '  ’  дхп 


V- 


Demostracio.  Com  F*uj  es  una  n-forma  es  clar  que 

F*u  =  Хг) 


per  a  una  certa  funcio  Л,  amb  r)  =  dx i  Л  •  •  •  Л  dxn. 

Com  en  cada  х  e  №n  tenim  r)(x)(e\, . . . ,  en)  =  1,  on  (e1; . . . ,  en)  es  la  base 
canonica,  tenim  que  (recordem  (14.3)) 


A(x)  =  (F*uj)(x)(e i, . .  .,en) 


u(F(x))(dFxe i, . . . ,  dFxen 

„,dF  .  .  dF 

u(F(x))(nzr(x)i 


(uoF)( 


дх\ 

dF 


’  дхг 


») 


<9F 


’  дхг 


)W-  □ 


Corol-lari  14.2.8  Sigui  F  :  U  — >  V  diferenciable  entre  oberts  de  Rn  i  sigui 
r)  =  dx i  Л  •  •  •  Л  da;n  l’element  de  volum  de  №n.  Llavors 


F*r)  =  JfT) 


on  Jf  es  el  jacobia  de  F. 
Demostracić.  Pel  teorema  anterior 


F*t) 


(,,oF)( 


dF 
дх\ ' 


det( 


д  F 


дх\  ’  "  '  ’  дхг 


dF 
’  дхп 

dF . 

)v- 


V 

□ 
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Diferencial  exterior 

Defmicio  14.2.9  La  diferencial  exterior  es  una  aplicacio 

d  :  Dk(U)  -^Dk+1(U) 
que  associa  a  cada  k-forma 

cj  ^  ^  Л  •  •  •  A  dxik  £  Ll  ( 'U ) 

h<-<ik 

la  [k  +  1  )-forma 

doj  =  dai ir..,4  Л  dxix  Л  •  •  •  Л  dxik  £  flfc+1(f/). 

h<—<ik 

Proposicio  14.2.10  La  diferencial  exterior  compleix  les  propietats  segiients: 

1.  d(a  +  /3)  =  da  +  df3. 

2.  d(aA/3)  =  daA/3+  (-1  )ka  Adf3,  a  e  Dk(U),  (3  £  Hq(U). 

3.  d 2  =  0. 

4 ■  Si  F  :  U  — *  V  es  un  difeomorfisme,  i  ш  £  fžfc(P)7  llavors 

F*(du)  =  d(F*a;). 

Demostracio.  1)  Evident. 

2)  Comencem  amb  el  cas  particular  en  que  a  i  /3  son  0-formes,  es  a  clir, 
funcions  sobre  U.  Diguem-ne  /  i  g. 

Llavors 

d(fg)  = 


ЈГ  d-D3dx. 


i— 1 
n 


дхј 


2—1 
dfg  +  fdg 

df  Ag  +  f  Adg. 
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Per  linealitat  nomes  cal  provar  2)  per  al  cas  particnlar 

a  =  fdxix  Л  •  •  •  Л  dxik , 

/3  =  gdxj±  Л  •  •  •  Л  dxjq . 

Llavors 


d(a  Л  /3) 


=  d(fgdxik  Л  •  •  •  Л  dxik  Л  dxjx  Л  •  •  •  Л  otejJ 

=  d(fg )  Л  dxix  Л  •  •  •  Л  dxik  Л  Л  •  •  •  Л  dxjq 

=  (d/)<?  Л  ohij  Л  •  •  •  Л  Л  Л  •  •  •  Л  dxjq 

+  f(dg )  Л  ctejj  Л  •  •  •  Л  da;ifc  Л  dxjx  Л  •  •  •  Л  dxjq 

=  (d/)  Л  Л  •  •  •  Л  6?Xjfc  Л  gdxjx  Л  •  •  •  Л  dxjq 
+  (— 1  )к  fdx^  Л  •  •  •  Л  da;jfc  Л  dg  Л  Л  •  •  •  Л  dxj( 
=  da  А  /3  +  (—1)ка  Л  d(3.  □ 


3)  Per  lincalitat  nomes  cal  provar-ho  per  al  cas  particular 

a  =  fdxix  Л  •  •  •  Л  dxik . 


Регб  llavors 


da  = 


П 


df_ 

^  дхј 

j=i  д 


dxj  Л  dxix  Л 


Л  dxi 


гк  ’ 


V—-V  ж  П  л  (92/ 

d(rfo;)  =  >  >  — — - — dxr  Л  dxj  Л  dxi,  Л  •  •  •  Л  dxik 

^  ^  дх.јдхг 

Г= 1  /  =  1  Ј 


Е 

l<r<jf<n 

=  0. 


g2f  Q2j 

dxr  Л  dxj  +  — — - — dxj  Л  dxr  )  dxi: ,  Л  •  •  •  Л  dx. 


дхјдхг 


I/  n  |  _  _  \Јј<А/  n  /  \  \Лј<А/  rp  I  \AifA/  -| 

дхјдхг  1 


гк 


4)  Com  que  sabem,  per  la  Proposicio  14.2.6,  que  aquesta  igualtat  es  certa 
per  a  k  =  0  procedim  per  induccio.  Per  linealitat  podem  suposar  о/  =  d^iAi 7, 
amb  77  G  ržfc_1(C) 

Llavors,  utilitzant  que  d(F*(dxi ))  =  d2F*Xi  =  0,  tenim 

F*(du )  =  F*(d(dxi  Л  77))  =  —F*(dxi  A  drj) 

=  —F*(dxi)  A  F*(drj) 

=  —F*(dxi)  A  d(F*rj) 

=  d(F*(dxf)  AF*rj) 
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Exemple  14.2.11  Siguin  (xi,X2)  i  (1/1,112)  dos  sistemes  de  coordenades  de 
№2.  Per  exemple  polars  i  cartesianes.  Suposem  que 

oj  =  a\dx\  +  a2dx2  =  b\dyi  +  62^2/2-  (14.4) 


Demostreu  que  la  defmicio  de  diferencial  “no  depen  de  les  coordenades”  ,  es 
a  dir 

да2  dai  д  b2  db\ 

(- - х—  )dxi  Л  dx 2  =  ( -= - х—  )dyi  Л  dy2. 

ОХ  i  ОХ  2  0У\  ОУ2 

Solucio.  Hem  de  veure  que 

да2  dai  д  b2  dh 

(Г+-Г+)  =  (Г+"Г+)<1е‘(Ј)’ 

on  J  es  cl  jacobia  del  canvi 


Com 


substituint  a  (14.4)  tenim 


/  ch/i 

ду\ 

\ 

cbp 

дх2 

ду^ 

ду^ 

V 

дх2 

/ 

дУг, 
=  — — aa) 

1  + 

ду 

(7Xi 

дх 

-dx2, 


,  д'У\  .  ,  ду2 

a\  =  b  1- - Vb2 


дх\ 


dxi 

ду^ 


L  ду\  ,  ; 

a2  =  bi- - \-b2—~ 

ОХ 2  ОХ 2 


Derivant  la  primera  respecte  x2,  la  segona  respecte  x\  i  restant  obtenim  el 
resultat. 


Exemple  14.2.12  Calculem  la  diferencial  de  les  formes  de  №37  a  =  xdy  + 
dz,  /3  =  x2dy  Л  dz,  7  =  xdx  Л  dy  Л  dz. 


da  =  dx  Л  dy, 

dj3  =  2 xdx  Л  dy  Л  dz, 

drj  =  0. 


Solucio. 
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Exemple  14.2.13  128Sigui  F  :  №2  — *  №3  donada  per 

F(u,v)  =  (u2  ,v2 ,2uv). 

Sigui  ui  =  х  dy  Л  dz.  Calculem  F*lu. 

Solucić.  Utilitzant  lcs  dues  propietats  vistes  a  la  proposicio  anterior  tenim 

F*u  =  F*  (х  dy  Л  dz)  =  F*  (х)  F*  (dy)  Л  F*  (dz) 

=  (х  o  F)d(y  o  F)  Л  d.(z  o  F) 

=  (u2)d(v2)  Л  d(2uv) 

=  u2(2vdv)  Л  (2 udv  +  2 vdu) 

=  —Au2v2du  Л  dv 

Observeu  doncs  que  a  la  practica  per  calcular  el  pull-back  de  canomes  hem 
de  substituir  х  per  u2,  у  per  v2  i  z  per  2 uv  a  l’expressio  de  ш. 

14.3  Formes  diferencials  sobre  superficies 

Quan  treballem  amb  superficies  sovint  tenim  subconjunts  de  №3  que  no  son 
oberts,  i  als  que  no  podem  per  tant  aplicar  de  manera  automatica  els  resultats 
sobre  formes  obtinguts  a  la  seccio  anterior  per  a  forrnes  sobre  oberts.  Una 
de  les  maneres  d’arreglar  aixo  es  definir  formes  sobre  superffcies. 

Nornes  en  donarem  unes  pinzellades  ja  que  no  es  l’objectiu  d’aquestes 
notes. 

Definicio  14.3.1  Una  k-forma  diferencial  (k  =  0, 1,2)  definida  en  un  obert 
W  d  'una  superficie  S  de  №3  es  una  aplicacio 

co  :  W  —>  Џ  Ak(TxS)* 

xGS 

tal  que 

ш(х)  G  Л k(TxS)*. 

Practicament  es  la  mateixa  definicio  de  forrnes  sobre  oberts  de  №n  perb 
ara  tenim  en  cada  punt  aplicacions  multilineals  alternades  no  de  tot  №n  sino 
dcl  subespai  vectorial  TXS,  que  va  canviant  doncs,  amb  cada  punt. 


128Apunts  Gil  Solanes. 


Geometria  Diferencial  Classica 


355 


A  partir  d’aqvu  es  pot  veure  que,  excepte  la  diferencial  exterior,  les  dernes 
operacions  introdui'des  per  a  formes  de  №n  a  la  seccio  14.2,  pull-back,  producte 
exterior,  etc.,  funcionen  exactament  igual  per  a  forrnes  sobre  superficies,  ja 
que  consisteixen  en  copiar  en  cada  punt  fets  d’algebra  lineal. 

La  diferenciabilitat  de  ш  es  una  rnica  mes  delicada  de  definir  que  en  el 
cas  de  forrnes  sobre  №n  ja  que  a  la  dreta  no  tenim  un  espai  vectorial. 

Abans  de  concretar  aquest  punt  donern  l’exemple  paradigmatic. 

La  diferencial  d’una  funcio  com  1-forma 

Si  /  es  una  funcio  diferenciablc  definida  en  un  entorn  obert  W  de  S,  es 
defineix129  la  diferencial  de  /  en  un  punt  х  G  W  com  l’element  de  ( TXS )* 
donat  per 

dfx(v)  =  ^-  (/07/)) 

dt\t=o 

on  7 (t)  es  una  corba  sobre  S  tal  que  7(0)  =  х  i  7/O)  =  v. 

Podem  pensar  doncs 

df  :  W  — > 

x£S 

de  manera  que  1а  diferencial  d’una  funcio  sobre  S  es  una  1-forma  sobre  S. 

Diferenciabilitat 

Sigui  ( U ,  р)  una  carta  local  de  S.  Direm  que  una  1-forma  sobre  S  es  diferen- 
ciable  si  les  aplicacions  de  U  a  №  donades  per 

х^ш{(р{х)){^{х)),  х  ^  ш{<р{х)){^{х)) 
son  diferenciables. 

Direm  que  una  2-forma  es  diferencaible  si  l’aplicacio  de  U  a  №  donada 

per 

х^ш{(р{х)){^{х),^{х)) 

es  diferenciable. 


129Valen  els  mateixos  comentaris  que  hem  fet  per  definir  diferencial  d’una  aplicacio  entre 
superffcies,  Definicio  4.6.3,  pagina  102. 
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14.4  Element  d’area 


Defmicio  14.4.1  L’element  d’area  d'una  superfzcie  es  la  2-forma  deftnida 
sobre  aquesta  superficie  per  al  condicio  de  que  valgui  1  sobre  una  base  orto- 
normal. 

Sigui  S  una  superficie  orientada  per  la  seva  aplicacio  de  Gauss  Af  :  S  — * 
№3.  Llavors  l’element  d’area  sobre  S  es  la  2-forma130 

dS  :  S  Џ  л2(ВД* 

x£S 

donada  per 

dS(x)  (X,  Y )  =  (Af(x)  ,XAY)  =  det  (Af(x) ,  X,  Y) ,  X,  Y  e  TXS. 

En  efecte,  si  (е1,ег)  es  una  base  ortonormal  positiva  de  TXS  llavors 

^(^(ei,  e2)  =  det(Af(x),  е1;  e2)  =  1. 

Recfprocament,  si  una  certa  2-forma  ш  sobre  S  compleix  que  en  cada 
punt  х  e  S  i  per  cada  base  ortonormal  positiva  (ei,e2)  de  TXS  compleix 
o;(a;)(ei,  e2)  =  1  llavors 

ш(х)(Х,  Y)  =  det(X,  Y)  =  det (Af(x),X,  Y)  =  dS(x)(X,  1"),  X,  Y  e  TXS. 

( “determinant”  sernpre  vol  dir  el  determinant  de  les  components  d’aquests 
vectors  respecte  d’una  base  ortonormal). 


Proposicio  14.4.2  Sigui  ( U,ip )  una  carta  local  de  S  i  sigui  dS  l’element 
d’area  de  S.  Llavors 

cp*  ( dS )  =  V EG  —  F2du  Л  dv 


Demostracio.  Е1  pull-back  de  dS  s’escriu  com 


< p*(dS )  =  Adu  Л  dv 


per  a  una  certa  funcio  A  =  A(u,v),  ja  que  aquest  pull-back  es  una  2-forma 
sobre  U.  La  funcio  A  la  podern  determinar  aixf: 


A 


V*(dS)( 


д_  д_ 

ди ’  dv 


)  =  dS( 


др  др 
д  и  dv 


=  det  ( v 


др  др. 
’  ди  ’  dv 


др  д  др 

ди  dv 


130La  notacio  dS  no  indica  la  cliferencial  d’alguna  cosa. 
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Per  tant, 

<p*(dS)  =  II ^  Л  ^r\\du  Л  dv  =  VEG  -  F4u  Л  dv.  □ 
ди  dv 

L’element  d’area  cl  podem  considerar,  almenys  localment,  com  la  restric- 
cio  a  la  superficie  d’una  2-forma  definida  sobre  un  obert  de  M3.  En  efecte, 
suposem  per  simplificar  que  S  es  la  grafica  d e  z  =  z(x,y). 

Llavors  estenem  la  definicio  del  normal  a  la  superffcie  Af  a  un  obert  de  S 
aixi 

A f(x,y,z)  =  M(x,y,z(x,y)) 

Llavors  definim 

ш  =  ijy  у 

on  rj  =  dx  Л  dy  Л  dz  es  l’element  de  volum  de  №3. 

La  notacio  ijy  r),  anomenada  contraccio  de  rj  amb  Af,  es  defineix  aixi: 

iNrj(X,Y)=rj(M,X,Y) 

D’aquesta  manera,  si  prenem  una  base  ortonormal  positiva  e\,  e^  de  Tp(S) 
tcnim 

w(ei,e2)  =  rj(J\T ,  e\,  e2)  =  1 

ja  que  (Af,e i,e2)  es  una  base  ortonormal  positiva  de  №3. 

Es  a  dir,  ш  restringida  a  la  superficie  es  el  seu  element  d’area. 

Tarnbe  podem  estendre  Af  a  un  entorn  tubular  (definicio  6.7.1,  pagina 
153)  NeS  de  S  definint 

Af(F(t,  х))  =  Af(x) 


on 

F(x,  t)  =  х  +  tAf(x) 
parametritza  l’entorn  tubular. 


14.5  Exercicis 

Exercici  14.5.1  Demostreu  que  ипа  aplicacio  k-  multilineal  ш  es  alternada 
si  i  nomes  si  uj(v i, . . . ,  vjf)  =  0  quan  almenys  dos  d’aquests  vectors  son  iguals. 
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Demostracio.  Suposem  que  ш  es  zero  quan  dos  dels  k  vectors  als  quals  s’aplica 
son  iguals.  Prenem  v\ ,...,Vk  arbitraris  i  per  a  cada  parclla  1  <  i,j  <  k 
posem  la  suma  vt  +  Vj  als  llocs  i  i  j.  Tenim 

U(V\,  ...,Vi  +  Vj,...Vi  +  Vj,  ...,  vn)  =  0 

i  per  tant 

U(V\,  ...,Vi,...Vj,...,  Vn)  =  -U(V\,  .  .  .  ,  Vj,  .  .  .  Vi,  . . . ,  vn) 

Com  tota  permutacio  es  producte  de  transposicions  i  el  signe  es  —  1  clevat 
al  numero  de  transposicions,  hem  acabat. 

Exercici  14.5.2  Demostreu  que  per  a  tota  ш  G  Л2(№3)*  existeix  a£l3  tal 
que 

ui(u,  v)  =  (a,u  Л  v)  =  det(a,  u,  v). 

Observeu  que,  si  a  es  unitari,  |u;(m,u)|  es  Гагеа  del  paral- lelogram  generat 
per  u,v  projectat  sobre  аг1. 

Solucio.  Sabern  que 

oj  =  Adx  Л  dy  +  Bdx  Л  dz  +  Cdy  Л  dz 
Per  tant,  si  posern  u  =  (u\,u2,u3)  i  v  =  (v\,v2,v3)  tenim 


u j(u,  v)  =  A(u\V2  -  u2v i)  +  B(u\V3  -  u3v i)  +  C(u2v3  -  u3v2)  =  det(a,  u,  v) 


on  a  =  (C,  —B,  A). 

Prenem  ara  una  base  ortonormal  (ei,  e2)  a  a1  de  manera  que  (e\,  e2,  рц- ) 
es  una  base  ortonormal  de  №3. 

Llavors,  si  posem  u  =  (u(,  u'2,  u3)  i  v  =  (v'^v^v^)  les  coordenades  de  u,v 
en  aquesta  base,  tenim 


det(a,  u,  v) 


0 

0 


ui 

u2 


a  ич 


u2 


л  / 

=  llall 

и1 

/ 

V1 

/ 

u2 

U2 

i  aquest  determinant  2  х  2  es  l’area  del  paral-lelogram  determinat  per  lcs 
projeccions  de  u  i  v  sobre  a1. 
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Exercici  14.5.3  Demostreu  que  si  (ei, . . . ,  en)  i  [u\, . . .  ,un )  son  dues  bases 
ortonormals  positives  de  №n  llavors 

e*  Д  •  •  •  Д  e*  =  u*  Л  •  •  •  Л  u* 

Solucio.  Sabem  que 

e*  Д  •  •  •  Д  e*  =  Xul  Л  •  •  •  Л  < 


i  per  tant 

Л  =  e\  Л  •  •  •  Л  e*n(u\,  ...,un)  =  det(e*(ni)) 

pero  la  matriu  (е*(и.ј))  es  la  rnatriu  del  canvi  de  base  entre  bases  ortonormals 
i  per  tant  es  una  matriu  ortogonal.  Е1  seu  determinant  es  doncs  ±1.  Si  les 
dues  bases  son  positives  aquest  determinant  es  1. 
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Capitol  15 
Subvarietats 


15.1  Subvarietats  de  dimensio  k  de  Шп 

En  aquestes  notes  no  sortim  mai  de  M3  pero  ara  necessitem  generalitzar  la 
definicio  de  superficie,  que  es  un  objecte  de  ‘dimensio’  2,  a  dimensio  1  i  3. 
Per  tal  de  fer  un  unic  tractament  per  a  dimensions  1, 2  i  3  donem  la  definicio 
general  de  fc-subvarietat,  que  val  en  particular  per  a  aquestes  tres  situacions 
a  la  vegada. 

Defmicio  15.1.1  Una  k-subvarietat  o  subvarietat  de  dimensio  k  de  №n,  es 
un  subconjunt  M  C  №n  tal  que  per  a  tot  P  e  M  existeix  un  entorn  obert  W 
de  P  a  №n  i  una  aplicacio  <p  :  U  c№fc  — *  №n  diferenciable,  on  U  es  un  obert 
de  Rk,  amb  <p(U)  =  W  П  M,  tal  que 

1.  <p  :  U  — »  WHM  es  homeomorfisme  (quan  dotem  WnM  de  la  topologia 
induida), 

2.  Per  a  tot  х  €  U ,  Uaplicacio  diferencial  d<px  :  №fc  — >  №n  es  de  rang  k 
(es  a  dir,  injectiva). 

Es  diu  que  la  parella  ( U,<p ),  que  apareix  a  la  definicio  anterior,  es  una 
carta  local  de  M. 

Definicio  15.1.2  (Atles)  Un  atles  d’una  k-subvarietat  M  es  una  familia 
de  cartes  locals  (Ua^a)  que  recobreixen  M,  es  a  dir,  M  =  IJ „^(Ca). 

Si  n  —  2  o  n  —  3,  i  k  —  1  les  1-subvarietats  son  essencialment  les  traces 
de  corbes  parametritzades  injectives  definides  sobre  oberts. 
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La  condicio  d’injectivitat  es  per  evitar  situacions  com  la  de  la  figura. 


En  canvi,  el  cerclc  S 1  de  №2  es  una  1-subvarietat  de  №2  ja  que  es  pot 
recobrir,  per  exemple,  per  les  cartes 

7i(t)  =  (cost,sint),  t  e  (0,2тг) 

72 (t)  =  (cost,sint),  t  G  (7Г,  37г) 

en  canvi  no  es  pot  parametritzar  per  una  sola  carta  injectiva. 

Per  exemple,  la  nnio  de  dos  cercles  disjnnts  es  una  1-snbvarietat  (no 
соппеха).  Pero  no  es  una  corba  parametritzada.  En  canvi,  la  fignra  de  la 
pagina  82  es  una  corba  parametritzada  qne  no  es  1-subvarietat. 

Si  n  —  3  i  k  —  2  les  2-subvarietats  son  les  superffcies. 

Si  n  —  2  i  k  —  2  les  2-subvarietats  son  els  oberts  de  №2. 

Si  n  —  3  i  k  —  3  les  3-snbvarietats  son  els  oberts  de  №3. 

Els  resnltats  dcl  capitol  4  sobre  superficies  s’adapten  sense  massa  dificnl- 
tat  a  fc-subvarietats.  Pero  una  diferencia  important  que  apareix  es  que  no 
tenim  codimensio  1,  sino  n  —  k. 

Per  exemple, 

Proposicio  15.1.3  Sigui  F  :  №fc  — >  №n  una  aplicacio  diferenciable.  El 
grafic  de  F, 

M  =  {(x,F(x))-,x  e  №fc}, 
es  una  k-subvarietat  de  №fc+n. 

Demostracio.  Es  pot  adaptar  la  mateixa  demostracio  qne  feiem  per  a  su- 
perficies,  Proposicio  4.2.1,  vegeu  Гехегскп  15.2. 1.П 

Proposicio  15.1.4  Sigui  F  :  U  C  №n  — >  Rk,  amb  U  obert,  una  aplicacio 
diferenciable.  Si  la  diferencial  en  cada  punt  de  la  fibra  F_1(a),  per  a  un  cert 
a  G  №fc,  es  exhaustiva  (rang  k),  llavors  F~l(a)  es  una  (n  —  k)-subvarietat. 
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Demostracio.  Consequencia  del  teorema  d’estructura  de  les  submersions  lo- 
cals,  vegeu  l’exercici  15.2.2.  □ 

Proposicio  15.1.5  Un  subconjunt  M  de  №n  es  una  k-subvarietat  si  i  nomes 
si  per  cada  punt  P  e  M  existeix  un  entorn  obert  W  de  P  a  №n,  un  altre 
conjunt  V  obert  de  №n  i  un  difeomorfisme  h  :  W  — >  V  tal  que 

h(W  П  M)  =  V(1  (Шк  х  {0}). 

Demostracio.  Conseqiiencia  del  teorema  d’estructura  de  les  submersions  lo- 
cals,  vegeu  l’exercici  15.2.3.  □ 

Els  canvis  de  coordenades  son  clifeomorfismes,  etc. 

Espai tangent 

Е1  concepte  d’espai  tangent  en  un  punt  d’una  superficie  es  generalitza  sense 
problemes  a  fc-subvarietats.  Copiem  la  definicio  4.5.1: 

Definicio  15.1.6  Sigui  P  un  punt  d’una  k-subvarietat  M.  L’espai  tangent 
a  M  en  P,  TPM ,  es  el  subconjunt  de  №n  format  pel  vectors  tangents  en  P  de 
totes  les  corbes  sobre  M  que  passen  per  P. 

Es  un  espai  vectorial  de  dimensio  k  (adaptacio  arguments  Proposicio 
4.5.2,  vegeu  l’exercici  15.2.4). 

Orientacio 

Orientar  M  es  orientar  els  seus  plans  tangents,  de  manera  diferenciable.  En 
el  cas  de  superficies  aixo  es  equivalent  a  l’existencia  de  l’aplicacio  de  Gauss, 
ja  que  podem  dir  llavors  que  una  base  (ei,e2)  G  TPS  es  positiva  si  i  nomes 
si  (ei,e2,A f)  es  positiva,  pero  ara  les  coses  es  compliquen  perque  no  tenim 
codimcnsio  1.  Mes  concretament, 

Definicio  15.1.7  Direm  que  una  k-subvarietat  M  es  orientable  si  hem  pogut 
elegir  una  orientacio  sobre  cada  TPM  (es  a  dir,  fixar  una  base131)  de  manera 

131  De  fet  una  orientacio  en  un  espai  vectorial  es  una  classe  d’equivalencia  en  el  conjunt  de 
totes  les  bases  respecte  de  la  relacio  d’equivalencia  que  diu  que  dues  bases  son  equivalents 
si  nomes  si  el  determinant  de  la  matriu  del  canvi  de  base  es  positiu.  Clarament  nomes  hi 
ha  dues  classes.  Orientar  l’espai  vectorial  vol  dir  elegir-ne  una  d’elles. 
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que  per  cada  punt  P  e  M  existeix  una  carta  local  ( U ,  Lp)  tal  que  tots  els 
isomorftsmes  dipx  :  Mfc  — >  Tv(xyM,  \/x  e  U ,  conserven  la  orientacić. 


Suposem  sempre  Mfc  amb  la  orientacio  canonica,  es  a  dir,  la  qne  fa  qne  la 
base  canonica  sigui  positiva. 

д  д 

Que  dpx  conservi  la  orientacio  vol  dir  qne  la  base  (— — — )  de 

ОХ i  ОХк 

Тф)М  sigui  positiva  (el  determinant  de  la  matriu  del  canvi  de  base  entre 
aqnesta  base  i  la  base  prefbcada  sigui  positiu). 

Aquestes  cartes  que  conserven  la  orientacio  es  dinen  compatibles  amb  la 
orientacio. 


Proposicio  15.1.8  Una  k-subvarietat  M  es  orientable  si  i  nomes  si  es  pot 
recobrir  per  un  atles  {Ua,ft>a)  tal  que  en  qualsevol  punt  P  de  la  interseccio  de 
dues  d’aquestes  cartes,  P  G  ft>a(Ua)  DftiptUp),  es  compleixi 


det  aij  >  0, 


on  ( atj )  es  la  matriu  del  canvi  de  base,  es  a  dir, 

дј>р  _  дфа 

дхг  ^  гј  дхј 
з 

Demostracić.  Si  es  orientable,  prenem  un  atles  forrnat  per  cartes  compatibles, 
qne  existeix  per  definicio,  i  es  clar  qne  aquest  atles  complcix  la  condicio. 

Recfprocament  si  existeix  un  atles  amb  canvis  de  coordenades  positius, 
orientem  cada  espai  tangent  amb  la  base  de  parcials  corresponent  a  qualsevol 
carta  i  hem  acabat.  □ 


15.2  Exercicis 

Exercici  15.2.1  Sigui  F  :  Шк  — »  Mn  una  aplicacio  diferenciable.  El  grafic 
de  F , 

M  =  {(i,F(i));i£  Mfc}, 
es  una  k-subvarietat  de  Mfc+n. 

Solucio.  Adaptem  la  demostracio  de  la  Proposicio  4.2.1. 
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Exercici  15.2.2  Sigui  F  :  U  C  Mn  — *  №fc,  amb  U  obert  г  n  >  k,  una 
aplicacio  diferenciable  tal  que  la  diferencial  en  cada  punt  de  la  fibra  F~l(a), 
per  a  un  cert  a  G  Шк,  es  exhaustiva  (rang  k).  Demostreu  que  F-1(a)  es  una 
(■ n  —  k)-subvarietat. 

Solucio.  Pel  teorema  d’estructura  de  les  submersions  locals  sabem  que  per 
a  cada  punt  P  =  (pi, . . .  ,pn)  G  F_1(a)  de  1а  fibra  existeix  un  difeomorfisme 
local  h  :  V  — >  h(V),  amb  P  G  h(V),  tal  que 

F(h(x i, . .  .,xn))  =  (xh  . .  .,xk). 

Com  P  G  h(V),  tenim  P  =  h(Q)  amb  Q  G  V,  i  per  la  igualtat  anterior  i 
ser  F(P)  =  a, 

Q  =  (°,  Чк+ 1,  Qn)  G  Mn. 

Prenem  com  carta  local  (W,  p)  amb 

U  =  {(xk+1, . . .  ,xn)-,  (a,xk+ 1, . . .  ,xn)  G  V} 

i 

<p(xk+ 1,  •  •  •  j  En)  h(a,  xk+1,  ■  ■  ■ ,  xn). 

Observem  que  (qk+i,  •  •  • ,  Чп)  G  U  de  manera  que  U  es  un  obert  no  buit,  i 

que 

F(ip(xk+ 1,  •  •  • ,  xn))  =  Fh(a,  xk+1,  ...,xn)  =  a. 
es  a  dir,  <p(W)  C  F~l(a). 

Ara  es  facil  veure  que  <p  es  un  homeomorfisme  amb  diferencial  injectiva. 

Exercici  15.2.3  (Definicio  equivalent  de  /с-subvarietat)  Proveu  que  un 
subconjunt  M  de  №n  es  una  k-subvarietat  si  per  cada  punt  P  G  M  existeix  un 
entorn  obert  W  de  P  a  №n,  un  altre  conjunt  V  obert  de  №n  i  un  difeomorfisme 
h  :  W  — »  V  tal  que 

h(W  П  M)  =  V  П  (Шк  х  {0})  =  {xeV;  хк+1  =  ■  ■  ■  =  xn  =  0}. 

Solucio.  Que  tota  fc-subvarietat  es  pot  posar  localment  “plana”  es  con- 
seqiiencia  del  teorema  d’estructura  de  les  immersions  locals,  Teorema  2.1.1. 
Recfprocament,  si  per  cada  punt  P  G  M  existeix  un  entorn  obert  W  de  P  a 
№n,  un  altre  conjunt  V  obert  de  №n  i  un  difeomorfisme  h  :  W  — >  V  tal  que 

h(W  П  M)  =  V(1  (Шк  х  {0}), 
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llavors  M  es  una  fc-subvarietat  ja  que  podem  agafar  cartes  locals  (U,  ip)  amb 

U  =  F~\V  n(lfcx{0})) 

Ч>  =  h~l  o  F\V 

on  F  :  Шк  — у  esta  fonada  per  F(x i, . . . ,  хк)  =  (x\, . . . ,  х^,  0, . . . ,  0).  Es 

immediat  comprovar  que  p  es  homeomorfisme  amb  diferencial  injectiva. 


Ехегска  15.2.4  Sigui  P  un  punt  d’una  k-subvarietat  M  de 
que  TpM  es  un  espai  vectorial  de  dimensio  k. 


Demostreu 


Solucio.  Aquest  resultat,  per  al  cas  de  superffcies,  es  la  Proposicio  99,  pagina 
99.  Els  matebcos  arguments  valen  aquf.  Sigui  (U,g>)  una  carta  local  amb 
P  G  (p(U).  Les  corbes  sobre  M  que  passen  per  P  es  poden  escriure  com 
7 (t)  =  tp(a(t)),  on  a(t)  =  (u\(t), . . .  ,u^(t))  es  una  corba  de  U.  Aixo  es  con- 
seqiiencia  del  Corol  lari  4.4.3,  que  tot  i  que  esta  enunciat  per  a  superficies  val 
exactament  igual,  amb  la  mateixa  demostracio,  per  a  /c-subvarietats,  ja  que 
el  resultat  es  conseqiiencia  directa  dcl  teorema  d’estructura  de  les  immersions 
locals. 

Prenem  una  d’aquestes  corbes  i  suposem  que  P  =  ip(p)  amb  p  =  (pi,  ■  ■  ■  ,Pk)> 
i  a(t0)  =  (pi, . . .  ,pk)  de  manera  que  7(f0)  =  т(а(^о))  =  F. 

Per  calcular  cl  vector  tangent  en  cl  punt  P  nornes  hem  de  derivar, 


dip(a(t)) 


Ara  be, 


dt  \t=to 


Rp\ 

диг)р 


£ 


dtp 

диј 


du 

dt  \t=to 


(15.1) 


dtp1  dtpr 


dm  ’  ’  ’  ’  ’  dm 


es  cl  vector  tangent  a  la  corba  tp(p±, . . .  ,Pi  +  t, . . .  ,pk)  en  t  =  0. 

Abu  doncs,  la  igualtat  (15.1)  diu  que  tot  vector  tangent  a  M  en  P  es 
combinacio  lineal  dels  к  vectors  de  №n  (lincalment  independents  per  definicio 
de  /с-subvarietat)  tangents  а  la  superficie  en  P 


dtp 


д(р 


dujp  \дик/р 
Reciprocament,  qualsevol  combinacio  lineal  d’aquests  vectors 

др> 


диј 
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es  vector  tangent  en  P  a  nna  corba  sobre  M,  concretament  a  la  corba  <p(pi  + 
Aič, ...  ,Pk  +  A  kt),  en  t  =  0. 

Aixf,  doncs,  hem  vist  qne 


TPM  = 


per  a  qnalsevol  carta  local  qne  contingui  P. 
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Capitol  16 

Subvarietats  amb  vora 


16.1  Е1  semiespai  T:1 

Denotem 

Rk+  =  {('Xi, . . . ,  xk)  e  Mfc ;  xk  >  0}. 

Dotem  aquest  semiespai  de  la  topologia  induida  per  Mfc:  els  oberts  U  de  Mfc 
son  de  la  forma  U  =  Mfc  П  V,  essent  V  obert  de  Mfc. 


I  per  poder  parlar  de  diferenciabilitat  sobre  aquest  espai  topologic  donem 
la  definicio  segiient. 

Defmicio  16.1.1  Una  aplicacio  f  :  U  — >  Mn  defmida  sobre  un  obert  U  de 
Mfc  es  diu  diferenciable  en  un  punt  P  e  U  si  existeix  un  entorn  obert  V  de 
P  a  Mfc  i  una  aplicacić  diferenciable  F  :  V  — >  Mn  tal  que  F\urv  =  f\urv- 
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En  aquest  cas  es  defineix  la  diferencial  de  /  com  la  diferencial  de  l’extensio 
F,  es  a  dir,  per  a  tor  punt  P  G  U,  U  obert  de  №+, 

(df)P  =  ( dF)P  :  Rk  — >  Rn. 


No  depen  de  l’extensio.  En  efecte,  suposem  F  i  G  funcions  diferenciables 
definides  en  un  entorn  obert  V132  de  P  a  Rk  i  tals  que  F \VnU  =  G\vnu- 
Llavors,  com  P  e  V  П  U,  que  es  un  obert  de  №(j_,  per  a  valors  petits  de  t 
positius  encara  tindrem  P  +  te^  e  V  П  U,  on  e\,  e^, .  ■  ■ ,  e&  es  la  base  canonica 
de  Rk.  Per  tant, 


д  F 

дх, 


=  lim 

p  t- >o+ 


F(P  +  tei)-F(P) 


=  lim 

t->  o+ 


G(P  +  tef)  -  G(P)  _  dG 
t  дх, 


Diem  que  /  es  diferenciable  a  U  quan  es  diferenciable  en  tots  els  punts 
de  U.  Aixo  no  implica,  en  principi,  que  /  sigui  la  restriccio  a  U  d’una  sola 
extensio. 

Resumint,  els  oberts  de  R+  son  la  restriccio  a  №+  dels  oberts  de  Rk  i 
les  aplicacions  diferenciables  de  №+  son,  localment,  la  restriccio  a  №+  de  les 
aplicacions  diferenciables  de  Rk.  La  diferencial  d’aquestes  aplicacions  es  la 
diferencial  de  les  seves  extensions. 


16.2  Subvarietats  amb  vora 

Les  subvarietats  amb  vora  que  ara  estudiarem  son,  essencialment,  subcon- 
junts  de  №"  que  locament  son  com  №+. 

Definicio  16.2.1  (Subvarietat  amb  vora)  Una  k-subvarietat  amb  vora  es 
un  subconjunt  M  C  №n  tal  que  per  a  tot  P  e  M  existeix  un  entorn  W  de  P 
en  №n,  i  una  aplicacio  ip  :  U  C  M^  — >  №n  diferenciable,  on  U  es  un  obert 
de  №+,  amb  <p(U)  —  W  П  M,  tal  que 

1.  (p  :  U  — >  WC\M  es  homeomorfisme  (quan  dotem  WDM  de  la  topologia 
induida), 

2.  Per  a  tot  х  G  U ,  l  'aplicacio  diferencial  dpx  :  №fc  — >  №n  es  de  rang  k 
(es  a  dir,  injectiva). 


132  V  es  la  interseccio  dels  oberts  on  estan  definides  F  i  G. 
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Es  a  dir,  exactament  la  mateixa  defmicio  15.1.1  de  subvarietat,  canviant 
№fc  per  №+. 

Cada  parell  (U,  p)  amb  les  anteriors  propietats  es  diu  carta  local  o  para- 
metritzacio  local. 

Defmicio  16.2.2  (Vora)  Direm  que  un  punt  P  de  M  es  interior  si  existeix 
una  carta  local  ( U ,  tp )  de  M  tal  que  P  G  ip{U  \  <9(№]{ )).  El  conjunt  de  punts 
no  interiors  s’anomena  vora  de  M  i  es  denota  дМ . 

Aixi  P  e  дМ  si  P  =  <p(pi, . . .  ,Pk-i,  0)- 

Teorema  16.2.3  La  definicio  de  punt  interior  no  depen  de  la  carta  local. 
Demostracio.  Exercici  16. 4. 8. 133  □ 

Е1  que  vol  dir  aquest  teorema  es  que  si  tenim  dues  cartes  ( U ,  р>),  (V,  ф)  que 
contenen  P  i  P  e  ip{U  \  <9(№+))  llavors  P  G  'ф{У  \  <9(№^ )).  Equivalentment, 
si  P  es  interior  respecte  p  llavors  tambe  es  interior  respecte  ф. 

Resumint,  podern  dir  que  P  es  interior  si  la  seva  ultima  coordenada  es 
estrictament  positiva,  i  de  la  vora  si  la  seva  ultima  coordenada  es  0  (respecte 
qualsevol  carta). 

Veurem  a  la  Proposicio  16.2.9  que  cl  conjunt  de  punts  interiors  d’una 
/c-subvarietat  amb  vora  es  una  /c-subvarietat  sense  vora,  i  el  conjunt  de  punts 
de  la  vora  es  una  (/c  —  l)-subvarietat  sense  vora. 

Atencio  perque  no  s’ha  de  confondre  la  vora  amb  la  frontera  topologica. 
Per  exemple,  l’interval  M  =  (0, 1]  es  una  1-subvarietat  de  M  amb  vora,  la 
seva  vora  es  <9 M  =  {1},  i  la  seva  frontera  topologica  es  el  conjunt  de  dos 
elements  Fr{Ađ)  =  (0, 1}.  Amb  la  nostra  definicio  sempre  es  compleix  que 
д{М)  C  M,  rnentre  que  en  general  Fr{AL)  <f_  M. 

Exemples. 

a)  №+  es  una  /с-subvarietat  amb  vora  de  Mfc. 

b)  [0,1]  =  {(ж,0)  G  M2;  0  <  х  <  1}  es  una  1-subvarietat  amb  vora  de  №2 
(exercici  16.4.1). 

c)  La  bola  tancada  de  Mn  (exercici  16.4.4). 


133Vegeu  tambe  l’observacio  16.2.8. 
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d)  L’hemisferi  tancat  S2  П  №+  (exercici  16.4.5). 

e)  Un  c-ilindre  tancat  (exercici  16.4.6). 

Per  qiiestions  tecniques  va  be  tenir  present  el  resultat  segiient. 

Teorema  16.2.4  Els  canvis  de  coordenades  entre  cartes  d’una  k-subvarietat 
amb  vora  son  diferenciables. 

Demostracić.  Exercici  16.4.12.  □ 


Espai tangent 

Observem  primerament  que  si  (U,  ip)  es  una  carta  local  de  M,  malgrat  que 

д  p 

tots  els  punts  de  U  complcixen  хк  >  0,  el  vector  — —  esta  ben  definit  com 

дхк 

|  =  W(^)  =  (W . M). 

Recordeu  que  hem  demostrat  que  la  diferencial  de  p  esta  ben  definida  en 
el  sentit  de  que  no  depen  de  l’extensio. 

Per  tant,  te  sentit  la  defmicio  segiient. 


Definicio  16.2.5  Sigui  M  una  k-subvarietat  amb  vora  i  sigui  P  G  M .  Sigui 
( U,<p )  una  carta  local  amb  P  =  ip(p)  e  (p{U).  Llavors 


Tp(M) 


,д(р  д(р 

Kdxip'  "  '  ’  дхкр 


En  particular  TpM  un  espai  vectorial  de  dimensio  k.  Aquesta  definicio 
te  sentit  tant  si  P  es  interior  com  de  la  vora.  Si  el  punt  es  interior  podern 
caracteritzar  aquest  espai  aixi: 


Proposicio  16.2.6  Sigui  P  un  punt  interior  d’una  k-subvarietat  amb  vora 
M.  L’espai  tangent  a  M  en  P,  TPM,  es  el  subespai  vectorial  de  №"  format 
pels  vectors  tangents  en  P  de  totes  les  corbes  sobre  M  que  passen  per  P. 

Demostracio.  Com  a  4.5.2.  □ 

Ara  be,  per  als  punts  de  la  vora  a  vegades  conve  parlar  dels  vectors 
tangents  “interiors” . 
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Es  defineix  el  conjunt  de  vectors  interiors  ТгРМ  de  TpM,  amb  P  G  дМ, 

per 


TPM  =  {v  G  ТРМ-  v 


k  гл 

^ [ 

^  пг  дх 
1=1 


lp 


ак  >  0}, 


on  ( U ,  p)  es  una  carta  local  que  conte  P  amb  P  =  <p(p). 
Equi  valent  ment 

ТРМ  =  dpp(Rk+). 


Aquests  vectors  es  poden  caracteritzar  pel  resultat  segiient  que  demostra 
de  passada  que  1а  definicio  de  T'fiM  que  hem  donat  no  depen  de  la  carta. 

Proposicio  16.2.7  Sigui  M  una  k-suhvarietat  amh  vora  i  P  G  дМ .  Es 
compleix  que 

TPM  =  {c/(0);a  :  [0,5)  — >  M  diferenciable  amb  a(0)  =  P}.  (16.1) 


Demostracio.  Exercici  16.4.13.  □ 
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Recordem  que  dir  que  a  :  [0,  5)  — *  M  es  diferenciablc  en  0  vol  dir134, 
per  la  definicio  16.1.1,  que  existeix  /3  :  (— e,  e)  — *  Mn  diferenciable  tal  qne 

P(t)  =  a(t),  t  >  0. 

La  notacio  a'(0)  vol  dir  /3'(0),  o,  com  hem  comentat  en  el  peu  de  pagina,  la 
derivada  de  a  en  cl  0  per  la  dreta. 


Observacio  16.2.8  Els  arguments  de  la  prova  d’aquest  resultat,  donats  a 
l’exercici  16.4.13,  mostren  qne  un  punt  P  no  pot  ser  interior  respecte  una 
carta  i  de  la  vora  respecte  un  altre.  En  efecte,  si  P  es  interior  respecte  una 
carta  (V,(p),  P  =  p>(p),  cl  conjunt  de  vectors  «'(0))  amb  a(t)  corba  sobre  M 
amb  a(0)  =  P,  es  tot  cl  subespai  d<£>p(Mfc). 

Com  un  subespai  no  pot  ser  igual  a  un  semiespai,  P  no  pot  ser  de  la  vora 
respecte  d’una  carta  i  interior  respecte  d’una  altra.  Vegeu  una  altra  prova 
d’aquest  fet  a  l’exercici  16.4.8. 


Els  vectors  de  TpM  \  ТгрМ  es  diuen  exteriors.  Es  a  dir,  v  G  TpM  es 
exterior  si  respecte  una  certa  parametritzacio  (U,p)  (i  per  tant,  pel  que 
acabem  de  dir  a  l’observacio,  respecte  tota  parametritzacio)  s’escriu  com 


v  = 


EU(p  n 


i= 1 


La  vora  es  una  subvarietat  sense  vora 

Ara  que  ja  sabem  que  el  concepte  de  punt  interior  i  per  tant  de  punt  de  la 
vora  esta  ben  definit  ja  podem  demostrar  el  resultat  segiient. 

Proposicio  16.2.9  El  conjunt  de  punts  interiors  d’una  k-subvarietat  amb 
vora  es  una  k-subvarietat  sense  vora,  i  el  conjunt  de  punts  de  la  vora  es  una 
(k  —  l)-subvarietat  sense  vora. 

Demostracio.  Primera  part:  punts  interiors.  Sigui  N  el  conjunt  de  punts 
interiors  d’una  /c-subvarietat  amb  vora  M,  i  sigui  P  e  N.  Aixo  vol  dir  que 
existeix  una  carta  (U,  ip)  de  M  amb 

P  =  <p(pi,---,Pk),  (pu---,Pk)  e  u,  рк>  0. 

134Es  pot  definir  dient  que  existeixin  derivades  de  tots  els  ordres  per  la  dreta  i  es  pot 
veure  que  aquesta  definicio  i  la  que  donem  nosaltres  son  equivalents,  pero  es  un  teorema 
complicat  ja  que  s’ha  de  construir  explicitament  una  extensio. 
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Per  tant,  denotant 

П  =  {(xi, . . .  ,хк)  e  и-хк  >  0}, 


tenim  que  (U,  ф)  es  una  carta  local  al  voltant  de  P  que  compleix  les  condicions 
de  la  definicio  15.1.1  de  7-subvarietat  (sense  vora). 

Segona  part:  punts  de  la  vora.  Sigui  P  un  punt  de  la  vora.  Aixo  vol  dir 
que  existeix  una  carta  (U,  <p)  de  M  amb 

P  =  <p(pi,---,Pk),  (pi,---,Pk)  e  U,  pk  =  o. 

Denotem  per  i  la  injeccio  canonica  i  :  donada  per  i(x i, . . . ,  х^- 1 

(®i,  •  •  -,Xk- i,0), 

i  definim 


П  =  i~\U ) 

Ф  =  <Poi\u 

Derivant  ф(х i, . . . ,  х^- 1)  =  p(x\, . . . ,  х^- 1,  0)  tenim 

=  ^(*(ž/))>  г  =  1,...,к-1,  уеП 

i  per  tant  les  k  —  1  primeres  columnes  de  la  matriu  de  d(py  son  lincalment 
independents  i  per  tant  te  rang  k  —  1. 

Com  ф  es  clarament  homeomorfisme,  (U ,  ф)  es  una  carta  local  al  voltant 
de  P  que  compleix  les  condicions  de  la  definicio  15.1.1  de  (k  —  l)-subvarietat 
(sense  vora).  □ 

Observem  que  hem  demostrat  de  passada  que  si  (U,  p>)  es  una  carta  local 
d’una  varietat  amb  vora  M,  llavors 


dip 
дх  i 


(®)» 


д<р 

"  '  ’  дхк-1 


(ж) 


es  una  base  de  Т^х\дМ). 
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16.3  Orientacio  de  subvarietats  amb  vora 

Com  en  cada  punt  d’una  fc-subvarietat  amb  vora  hi  tenim  definit  l’espai 
tangent  TpM,  la  definicio  de  subvarietat  orientable  sernbla  adaptar-se  au- 
tomaticament  a  subvarietats  amb  vora:  orientar  una  subvarietat  amb  vora 
vol  dir  clegir,  de  manera  diferenciable,  una  oricntacio  sobre  cada  espai  tan- 
gent. 

Pero,  amb  aquesta  definicio,  una  subvarietat  amb  vora  tan  facil  com  l’in- 
terval  [0, 1],  no  seria  orientable  ja  que  no  es  pot  tapar,  com  subvarietat  amb 
vora,  amb  dues  cartes  d’orientacions  compatibles.  Vegeu  cl  problcma  16.4.1. 
Per  aixo  es  dona  la  definicio  segiient. 

Definicio  16.3.1  Una  k-subvarietat  amb  vora  es  diu  orientable  quan  la  k- 
subvarietat  sense  vora  formada  pels  seus  punts  interiors  es  orientable. 

Orientacio  de  la  vora 

Donada  una  orientacio  en  una  A;-subvarietat  amb  vora  M ,  es  a  dir,  un  atlcs 

o 

orientablc  de  la  fc-varietat  dels  punts  interiors  M,  hi  ha  una  manera  canonica 
d’orientar  дМ  que  es  la  segiient. 

Definicio  16.3.2  Direm  que  una  carta  de  M  es  compatible  amb  la 

orientacio  de  M  si  per  cada  punt  interior  у  G  if(U),  la  base  (J^-, . . . ,  J^-) 

o 

de  TyM  es  positiva  respecte  de  la  orientacio  donada  a  M.  En  cas  contrari, 
direm  que  ( U ,  ф)  es  negativa. 

Per  continuitat,  i  ser  U  соппех,  aquesta  definicio  no  depen  del  punt  interior. 

Excepte  en  el  cas  k  —  1,  que  es  comporta  diferent,  si  M  es  orientable, 
sempre  podrern  trobar  al  voltant  de  cada  punt  P  €  дМ  una  carta  compatiblc 

o 

amb  la  orientacio  de  M. 

Proposicio  16.3.3  Si  M  es  una  k-varietat  amb  vora,  k  ф  1,  orientable, 
existeix  un  atles  compatible  amb  la  orientacio. 

Demostracio.  Prenem  un  punt  P  €  M  i  una  carta  ( U ,  ф)  que  el  contin- 
gui.  Podem  suposar,  fent  un  a  translacio,  que  ф(0,р2,  ■  ■  ■  ,рФ)  =  P-  Definim 
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llavors  ф(х i, . . . ,  Хк)  =  ф(—Х1,  X2,  ■  ■  ■ ,  Хк).  Aixo  implica  que  haurem  de  res- 
tringir135  U  a  aquells  punts  de  U  tals  qne  al  canviar  de  signe  la  primera 
component  encara  estiguin  a  U  (com  U  es  obert  de  aquesta  restriccio  es 
pot  fer,  excepte  si  k  —  1  ja  que  no  podem  canviar  el  signe  de  que  ha  de 
ser  sempre  positiva). 

Com 

дф  дф  дф  дф 

дх\  дх i '  dxi  дхг  ’  2, . . . ,  n 

una  de  les  dues  bases 

дф  дф  дф  дф 

es  positiva.  Per  tant,  (U,ip)  o  (и,ф)  es  compatible  amb  la  orientacio.  □ 


Corol-lari  16.3.4  Si  M  es  ипа  k-varietat  amb  vora,  k  ф  1,  orientable, 
llavors  дМ  es  orientable. 


Demostracio.  Sigui  (Ua,  (pa)  un  atles  de  M  compatible  amb  la  orientacio,  que 
existeix  per  la  proposicio  anterior.  Si  P  es  un  punt  de  la  vora  i  P  G  < pa(Ua ) 
orientem  Тр(дМ)  dient  que  la  base 


д  ipa  dipa 

дх i  ’  ’  dxk-i 


e  тР(дМ), 


es  positiva. 

Si  tambe  P  G  (pp(Up),  a  la  interseccio  Ua  П  f/,g  d’aquestes  dues  cartes, 
com136 


д(ра 

дхј 

Л/  r\ 

- 

Ц  4  дх  ,  ’ 
1=1 

сГ 

9  P>a 
дхк 

-  2^а'кдх.’ 
2—1 

Ofcfc  >  0 

la  matriu  del  canvi  de  base  es  de  la  forma 

135Considerem  U  П  s(U)  on  s(x i,  Ж2,  •  ■  • ,  Хк)  =  (~x\,  Х2,  •  •  • ,  хТ). 
136Utilitzem  ara  que  la  vora  va  a  la  vora. 
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/ 

6 llk  ^ 

bij 

0>2k 

0>к-1,к 

\о 

0 

Okk  J 

la  qual  te  en  els  punts  interiors  determinant  positiu,  per  ser  l’atlcs  compatible, 
i  per  tant,  per  continui'tat  tarnbe  te  determinant  positiu  en  els  punts  de  la 
vora.  Aixi  el  determinat  del  canvi  de  base 

det  bij  =  det(</5a  o  фр1)'  >  0 

amb  фа(х i, . . . ,  Хк- 1)  =  <pa(x i, . . . ,  х^- 1,  0),  sera  positiu  en  P.  □ 

Per  rnotius  que  es  veuran  mes  endavant,  quan  estudiem  el  teorema  de 
Stokes,  orientarem  la  vora  tal  com  acabern  de  fer  en  aquest  corol  lari  nomes 
quan  k  es  parell;  quan  k  es  senar  agafarem  l’orientacio  oposada.137 


Defmicio  16.3.5  Sigui  M  es  una  k-varietat  amb  vora,  k  ^  1,  orientable,  i 
sigui  (U,(p)  es  una  carta  de  M,  compatible  amb  Vorientacio.  Sigui  P  G  дМ . 
Llavors  la  base 


др  др 

дхг  ’  дхк-i 


E  ТР(дМ) 


es  positiva  si  i  nomes  si  la  base 


др  др 
dxi  ’  ’  ’  ’  ’  дхк  ’ 


G  TP(M) 


es  positiva. 


Quan  orientem  дМ  d’aquesta  manera  direm  que  tć  la  orientacio  induida 
per  la  orientacio  de  M. 

Tenim  el  resultat  segiient. 

Proposicio  16.3.6  Sigui  M  es  una  k-varietat  amb  vora,  k  ^  1,  orientable, 
i  sigui  (U,tp)  es  una  carta  de  M,  compatible  amb  Vorientacio.  Sigui  P  G  дМ 
i  sigui  v  e  TPM  un  vector  erterior138 . 

137Estem  distingint  entre  orientable  i  orientada. 

1380bservem  que  un  vector  v  es  exterior  si  —  v  es  interior,  es  a  dir,  si  hi  ha  una  corba 
diferenciable  7  :  [0,  e)  — >  M  tal  cjue  7'(0)  =  —  v.  He  denotat  v  a  aquest  vector  exterior 
perque  aquest  paper  el  pot  jugar  el  vector  normal  exterior.  Регб  per  a  la  defmicio  la 
perpendicularitat  no  cal. 
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Llavors  la  base 


д<р  д<р 


дх\ ’  ’  дхк-i 

es  positiva  si  i  nomes  si  la  base 


e  тР(дМ) 


. 


дхг  дхк-Т 


es  positiva. 

Demostracio.  La  base 


д  <p  д  ip 

дх\  ’  ’  dxk-i 


e  TP(M) 


es  positiva  si  i  nomes  si  la  base 

д  <p  д  <p 

дх\ ' '  ’  ’  ’  dxk-i 


(-1  f-'v)  e  тР(М) 


es  positiva,  i  per  tant  si  i  nomes  si 


d'T  д<р  кд<р 
дх1'"'дхкЛ  ’  дхк 


е  ТР(М) 


es  positiva,  ја  que  v  i  tenen  sentits  oposats.D 

Observem  que  podem  dir  que  una  base  (ei, . . . ,  e^-i)  G  Тр(дМ)  es  positi- 
va  si  i  nomes  si  (v,  ei, . . . ,  e^-i)  e  Tp(M)  es  positiva.  En  efecte,  per  defmicio, 
(ei, . . . ,  вк~  1)  es  positiva  si 


fc-i 

вј  ^  ^  a 

i= i 


0 

— —  amb  det(ajj)  >  0. 


13  дхј 


Per  tant  cl  determinant  dc  la  matriu  del  canvi  de  base  entre  (i/,e±, ,  e^-i) 
i  (v,  J^, . . . ,  - )  coincideix  amb  det(a^)  i  es  per  tant  positiu. 

Mirem  uns  casos  concrets. 

Orientacio  de  la  vora  de  1-varietats.  En  aquest  cas  la  vora  esta  formada 
per  dos  punts,  si  la  1-varietat  donada  es  соппеха  amb  vora  no  buida,  i  diem 
que  la  orientacio  d’un  d’aquests  punts  х,  es  e(x)  =  —1  si  la  carta  local 
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7  :  [0,  a)  — *  C  amb  7(0)  =  х  es  tal  que  7 '(s),  s  >  0,  es  positiu  respecte  de 
la  orientacio  dels  punts  interiors.  I  e(x)  =  1  en  cas  contrari. 

Tot  i  que  estrictament  parlant  la  definicio  16.1.1  110  te  sentit  per  a  k  —  1, 
si  l’apliquem  a  aquest  cas  diriem  que  la  orientacio  es  positiva  si  el  vectors 
exterior  v  es  positiu  respecte  la  orientacio  interior  i  negatiu  en  cas  contrari. 
Per  aixo  la  orientacio  es  negativa  a  l’esquerra  i  positiva  a  la  dreta. 

Aixi,  la  subvarietat  amb  vora  [a,  6] ,  parametritzada  per  a  <  t  <  b,  que  es 
orientable  perque  (a,  b)  es  orientable  (esta  tapada  per  una  sola  carta  Lp(t)  = 
t),  te  una  vora  formada  disconnexa  formada  pels  dos  punts  {a,  b}  amb  e(6)  = 
1  i  e(a)  =  —1. 


1У 


У(о) 


iv 


a 

e{a)  =  - 


b 

e{b)  = 


Observem  que  110  hi  ha  сар  carta  de  la  subvarietat  amb  vora  [a,  b]  que 
contingui  b  compatiblc  amb  la  orientacio  natural  de  (a,  b).  N0  tenim  un  atlcs 
compatible  amb  la  orientacio. 


Orientacio  de  Ж+  induida  per  la  orientacio  de  M>0.  Prenem  la  base 
canonica  (ei,e2)  de  M2  com  orientacio  positiva  de  M20.  En  particular  e\  es 
tangent  a  3Mb 

Prenem  com  vector  exterior  — e2.  Llavors  la  base  (— e2,ei)  es  positiva 
respecte  de  la  base  canonica  (el  determinant  del  canvi  de  base  es  positiu)  i 
per  tant  la  orientacić  positiva  de  <Ж+  ve  donada  per  ei  =  ^ .  Vegeu  l’exercici 
16.4.2. 
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ег 


ei  orientacio  positiva 


I 


-e2 


ezterior 


Per  aixo  es  diu  que  la  orientacio  positiva  de  la  vora  es  la  que  obtenim 
quan  la  recorrem  de  manera  que  deixem  el  recinte  a  l’esquerra. 

Orientacio  de  Ж+  induida  per  la  orientacić  de  Prenem  la  base 

canonica  (е1,е2,ез)  de  R3  com  orientacio  positiva  de  №>0.  En  particular 
(ei,e2)  es  una  base  Ж+.  Prenem  com  vector  exterior  —  е%.  Llavors  la  base 
(— e3,  ei,  e2)  es  negativa  respecte  de  la  base  canonica  (el  determinant  del  canvi 
de  base  es  negatiu),  i  per  tant  la  orientacio  negativa  de  Ж3  ve  donada  per  la 
base  (ei  =  ^,e2  =  ^).  Equivalentment,  (e2,ei)  es  positiva  amb  laorientacić 
induida  a  la  vora.  Vegeu  l’exercici  16.4.3. 


Per  aixo  es  diu  que  la  orientacio  positiva  de  la  vora  es  la  que  obtenim  quan 
girem  de  rnanera  que,  en  aplicar  la  llci  de  la  ma  dreta  o  llei  del  llcvataps, 
anem  en  la  direccio  exterior  al  recinte. 
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Orientacio  de  дШ+.  Els  dos  calculs  anteriors  fan  veure  que  (-^, ... ,  — ) 

es  positiva  si  i  nomes  si  k  es  parell. 

Orientacio  en  un  anell  pla.  A  la  figura  es  rnostra  el  vector  que  dona 
orientacio  positiva  de  la  vora  d’un  anell  per  ser  la  base  (v,  e 2)  positiva  essent 
v  el  normal  exterior. 


Es  per  aixo  que  es  recorda  facilment  el  criteri  d’orientacio  dient  que  la 
orientacio  positiva  correspon  a  caminar  sobre  la  vora  deixant  el  recinte  a 
l  ’ esquerra . 

16.4  Exercicis 

Ехегскп  16.4.1  Demostreu  que 

[0,1]  =  {(ж,0)  G  t2;0  <  х  <  1} 
es  una  1-subvarietat  amb  vora  de  M2. 

Solucio.  Prenem  les  cartes  locals  (Ui,<pi),  (t/2,^2)  donades  per 

<Pi  :  [0, 1)  — >  M2 

t  — >  ( t ,  0) 

P2  ■  [0,  1)  - >  K2 

t  — >  (1  —  t ,  0) 

Es  immediat  que  es  compleixen  les  condicions  de  subvarietat  amb  vora. 
Observeu  que  es  orientable. 
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Exercici  16.4.2  Demostreu,  que 

M  =  {(ж,  у)  G  №2;  0  <  у  <  1} 

es  ипа  2-subvarietat  amb  vora,  orientable,  de  №2.  Estudieu  la  orientacio 
indmda  a  la  vora. 

Solucić.  Left  to  the  reader. 

Exercici  16.4.3  Demostreu  que 

M  =  {(ж,  у ,  z)  G  №3;  0  <  z  <  1} 

es  una  3-subvarietat  amb  vora,  orientable,  de  №2.  Estudieu  la  orientacio 
induida  a  la  vora. 

Solucio.  Left  to  the  reader. 

Exercici  16.4.4  Demostreu  que  la  bola  tancada  de  radi  r,  {х  G  №2;  ||ж||  < 
r},  es  una  2-subvarietat  amb  vora  de  №2. 

Solucio.  En  coordenades  polars  podem  trobar  cartes  del  tipus 

(p(x,  у )  =  ((r  —  у)  cosrr,  (r  —  у)  sinx),  х  G  (0,  27г),  0  <  у  <  r. 

Amb  una  carta  no  n’hi  ha  prou.  Podem  tapar  tots  els  punts  interiors 
amb  la  carta  identitat  ф(х,у)  =  (x,y)  i  encara  faltara  tapar  el  punt  (1,0) 
que  podern  tapar  amb  ‘girant’  (p. 

Exercici  16.4.5  Demostreu  que  Vhemisferi  tancat  H  =  S2  П  №3 ,  es  una 
2-subvarietat  amb  vora. 

Solucio.  Es  clar  que  l’hemisferi  obert  (es  a  dir,  el  subconjunt  de  H  format 
pels  punts  amb  tercera  coordenada  z  >  0)  es  una  superffcie,  i  per  tant  tenim 
cartes  locals  per  a  tots  els  seus  punts.  Nornes  hem  d’estudiar  els  punts 
P  =  (х,  у,  0)  G  H .  Com  х2  +  у2  =  1,  posern  P  =  (cos  в,  sin  9,  0)  i  dehnim 

U  =  {(u,  v)  G  №2  ;  9  —  б  <  u  <  9  +  б,  0  <  v  <  7г/2} 

i 

( p(u,v )  =  (cosucosv,  sinucosu,  sinu). 

Es  facil  veure  que  (U,  (p)  es  la  carta  local  buscada. 
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Exercici  16.4.6  Expliciteu  cartes  locals  que  provin  que  el  cilindre  tancat 
C  —  {(ж,  у,  z)  G  №3;  х2  +  у2  =  1,  a  <  z  <  b} 
es  una  2-subvarietat  amb  vora. 

Solucio.  Prenem  les  cartes 

<p(u,v)  =  (cosw,  sinu,  b  —  v),  0<v<b  —  a,  0  <  u  <  2n 
f>(u,v)  =  (cosu,sinu,v  +  a),  0  <  v  <  b  —  a,  0  <  u  <  2тт. 

Ara  prenem  clues  cartes  mes,  girades  d’aquestes,  per  cobrir  els  punts  amb 
u  —  0,  i  hem  acabat. 

Exercici  16.4.7  (Aplicacions  obertes)  Sigui139  U  C  №n  obert  i  f  :  U  — > 

№n  una  funcio  diferenciable  tal  que  \/x  G  U ,  dfx  es  isomorfisme.  Proveu  que 
f  es  oberta,  es  a  dir,  que  per  a  cada  obert  A  C  U,  f(A)  es  obert. 

Solucio.  Per  provar  que  f(A)  es  obert  prenem  f(a)  G  f(A)  amb  a  G  A. 
Volcrn  veure  que  hi  ha  un  entorn  obert  de  f(a)  totalment  contingut  a  f(A). 
Con  dfa  es  isomorfisme,  sabem,  pcl  teorema  de  la  funcio  inversa,  que  existeix 
un  entorn  obert  W  de  a  tal  que  f(W )  es  obert  i  f  :  W  — *  f(W)  es  dife- 
omorfisme.  Per  ser  difeomorfisme  podem  assegurar  que  f(W  П  A)  es  obert. 
Hem  trobat  doncs  un  obert  tal  que  f(a)  e  f(W  ПА)  C  f(A),  i  per  tant  f(A) 
es  obert. 

Exercici  16.4.8  Demostreu  que  si  un  punt  P  d’una  k-subvarietat  amb  vora 
es  interior  respecte  d’una  carta  local,  tambe  es  interior  respecte  de  qualsevol 
altre  carta  local  que  el  contingui. 

Solucio.  Aquest140  resultat  es  conseqiiencia  de  que  la  imatge  d’un  obert 
de  №fc  per  una  aplicacio  diferenciablc,  amb  diferencial  no  singular,  porta 
oberts  a  oberts  (vegeu  Гехегскп  16. 4. 7)141.  L’aplicarem  a  l’aplicacio  “canvi 
de  coordenades” . 

139Problema  2.36  de  [32]. 

140Una  solucio  diferent  a  quest  exercici  es  la  donada  a  la  Proposicio  16.1,  pagina  373. 
141No  calen  tantes  hipotesis.  Е1  Teorema  de  la  invariancia  del  domini,  diu:  Si  U  es  un 
obert  de  Kn  i  f  :  U  — >  K”  es  una  aplicacio  continua  i  injectiva,  llavors  V  =  f(U)  es 
obert  i  f  es  un  liomeomorfisme  entre  U  iV.  No  obstant,  com  aquest  teorema  es  de  diffcil 
demostracio,  amb  eines  cle  topologia  algebraica,  i  nosaltres  no  treballem  amb  funcions 
nomes  contfnues,  sino  diferenciables  i  no  singulars,  en  donern  una  demostracio  directa  per 
aquest  cas  a  Гехегскп  16.4.7. 
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Siguin  doncs  ( U,(p ),  (V,  ф)  dnes  cartes  d’una  fc-subvarietat  amb  vora  M, 
que  contenen  P,  amb  P  =  tp(x)  =  ф(у).  Demostrarem  qne  si  х  €  U  \  <9(№(П 
Uavors  у  £V\ 

En  efecte,  sabem  qne  el  canvi  de  coordenades  o  p  es  diferenciable, 
exercici  16.4.12,  i  per  tant  nornes  hem  de  venre  qne  la  diferencial  es  injectiva. 
Pero 

d(i>~ 1  o  p)x  =  d(g  O  p)x  =  dg^x)  o  dtpx 

on  g  es  ГарНсасш  diferenciable  de  №n  a  №fc  qne  esten  ф-1.  Aixi  djfj-1  o  p)x 
es  la  composicio  de  dos  isomorfismes 

dpx  :  Шк  — »  Тф)М 
dg<p(x)  '■  TV{X)M  — *  №fc, 

i  es,  per  tant,  un  isomorfisme.  Per  venre  dg^M  es  isomorfisme  snposem 
dgp(x)(v]  =  0  amb  v  G  Tv{x)m,  i  apliquem  dify  als  dos  membres  de  la  igualtat. 
Obtcnim 


0  =  ^фу(ддч,{х)(у))  =  d(ip  o  g)<p{x)(v)  =  d(id)^{x)  =  v. 

Aixf,  doncs,  ф-1  o  p  restringida  a  l’obert  W  =  U  \  <9(№^),  esta  en  les 
hipotesis  de  l’exercici  16.4.7  i  podem  assegurar  que  -0-1  o  p(W)  es  un  obert 
de  №fc.  Ara  be,  per  la  constrnccio  de  ф,  aqnest  obert  esta  contingut  a  №+, 
per  tant  ha  d’estar  contingnt  al  semiespai  хј.  >  0,  i  en  particular  P2  = 
ф-1  o  p(P\)  ev\  <9(№+ ),  com  volfem  veure. 

Aixo  demostra  que  punts  interiors  van  a  punts  interiors,  i  per  tant  punts 
de  la  vora  han  d’anar  a  punts  de  la  vora,  ja  qne  si  un  punt  de  la  vora  anes  a 
parar  a  un  punt  interior,  aplicant  cl  resultat  anterior  a  l’invers  del  canvi  de 
coordenades  tindrfem  una  contradiccio. 

Exercici  16.4.9  (Definicio  equivalent  de  /с-subvarietat  am  vora)  Pro- 

veu  que  un  subconjunt  M  de  №n  es  ипа  k-subvarietat  amb  vora  si  per  cada 
punt  P  e  M  existeix  un  entorn  obert  U  de  P  a  №n,  un  altre  conjunt  V  obert 
de  №n  i  un  difeomorfisme  h  :  U  — >  V  tal  que 

h(U  П  M)  =  ГП  (Шк  х  {0})  =  {xe  v-,xk+1  =  •••  =  xn  =  0}, 

o  be,  existeix  un  entorn  obert  U  de  P  a  №n?  un  altre  conjunt  V  obert  de  №n 
г  un  difeomorfisme  h  :  U  — >  V  tal  que 

h(U  ПМ)  =V  Г)  (№^_  х  {0})  =  {х  G  V]xk  >  t),xk+i  —  •  •  •  =  xn  =  0}. 
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Solucio. 

Exercici  16.4.10  142  Sigui  <p  :  U  C  №+  — >  M  una  carta  local  d’una  k- 
subvarietat  amb  vora  M  cR”.  Demostreu  que  per  cada  punt  х  e  U ,  existeix 
un  entorn  obert  V  de  <p(x)  a  №n,  un  entorn  obert  U'  de  х  a  №fc,  i  una 
aplicacio  diferenciable  g  :  V  — >  U'  tal  que  g(V)  es  obert  de  U'  i  tal  que, 
sobre  V  П  p(U  П  U'),  g  =  . 

Solucio.  Si  х  es  interior  estern  en  les  hipotesis  del  Corol  lari  2.1.2  amb  U  =  U' 
i  hem  acabat. 

Suposem  doncs  que  х  es  de  la  vora.  Per  defmicio  de  diferenciabilitat  sobre 
tancats  existeix  ф  :  U'  <Z  Шк  — >  Mn  diferenciable  sobre  un  entorn  obert  U' 
de  х  а  Mfc  que  coincideix  amb  <p  a  С'ПМ^.  A  mes,  quan  diem  а  la.  defmicio  de 
fc-subvarietat  amb  vora  que  d<px  es  injectiva,  volem  dir  que  d(px  es  injectiva, 
es  a  dir  es  una  immersio  loca.l. 


Pel  Corollari  2.1.2  a.plicat  a  <p  sabem  que  existeix  un  obert  V  de  <p(x)  a 
Mn,  i  una  aplicacio  diferenciable  g  :  V  — >  U'  tal  que  g(V)  es  obert  de  U'  i 
tal  que  sobre  V  П  <p(U'),  g  =  <p~l . 

Sobre  V  П  <p(U  П  U')  =  V  П  <p(U  П  U')  tenim  g  =  <p~l  ja  que  si  у  =  <p(z) 
amb  г  G  U  П  U',  у  G  V, 

<p(ff(y))  =  <Р(Ф)(Ф))  =  <р(Ф)(Ф))  =  У-  □ 

Exercici  16.4.11  143  Sigui  (U,<p)  una  parametritzacio  local  d’una  k-subvarietat 
amb  vora  M  C  Mn.  Suposem  que  ф  :  A  — >  <p(U)  C  №n  es  una  aplicacio  dife- 
renciable  definida  en  un  obert  A  C  №+,  per  alguna  s6N,  Demostreu  que  la 
composicio  <p~l  o  ф  :  A  — >  U  es  diferenciable. 

142Generalitzacio  a  varietats  amb  vora  de  la  Proposicio  4.4.2. 

143Generalitzacio  a  varietats  amb  vora  del  Corol-lari  4.4.3. 
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Demostracio.  Sigui  у  E  A  i  sigui  х  E  U  tal  que  <p(x)  —ф(у).  Sabem,  per  11a 
Proposicio  16.4.10,  que  existeix  un  entorn  obert  V  de  <p(x)  a  Mn,  un  entorn 
obert  U'  de  х  a  Mfc,  i  una  aplicacio  diferenciable  g  :  V  — >  U'  tal  que  g(V) 
es  un  entorn  obert  de  х  a  U' ,  i  tal  que  sobre  V  П  tp(U  П  U'),  g  = 

Per  tant,  sobre  ф~х{у  П  tp(U  П  U'))  tenim 

рГ1  o  ф  —  g  o  ф. 

Com  la  composicio  de  diferenciables  (sobre  oberts  de  o  M(j_)  es  dife- 
renciable144,  hem  acabat.  □ 

Exercici  16.4.12  (Canvi  de  coordenades)  Els  canvis  de  coordenades  en- 
tre  cartes  d’una  k-subvarietat  amb  vora  son  diferenciables.145 

Demostracio.  Aixo  vol  clir  que  si  (U,  <р)  i  [V,  ф)  son  cartes  d’una  fc-subvarietat 
amb  vora  M ,  ГарНсасш  (р_1оф  definida  a  ф~г(ф(У)П(р(и))  es  diferenciable. 
Pero  aixo  es  conseqiiencia  directa  de  Гехегскп  anterior  16.4.11,  amb  s  =  k. 
□ 

Exercici  16.4.13  Sigui  M  una  k-subvarietat  amb  vora  i  P  €  дМ.  Es  com- 
pleix  que 

TpM  =  {c/(0);  ol  :  [0,  б)  — >  M  diferenciable  amb  a(0)  =  P}. 

Solucio.  Observem  que  si  (и,ф)  es  una  carta  local  de  M  amb  P  =  ф(р),  el 
que  hem  de  provar  equival  a  provar  que 

сћ/>р(М+)  =  {a'(0);a  :  [0,5)  — >  M  diferenciable  amb  a(0)  =  P}. 

Sigui  v  =  a'(0)  amb  a  :  [0,  5)  — >  M  diferenciable  amb  P  =  a(0). 

Per  l’exercici  16.4.11,  amb  s  =  1,  existeix  7  :  (— e,  e)  — >  MA:  diferenciable, 
amb  7 (t)  C  U  per  t  >  0,  tal  que 

Ф(т (t))  =  a(t ),  t  >  0. 

144Si  ф  es  una  extensio  diferenciable  de  ф,  g  o  ф  es  una  extensio  diferenciable  de  g  o  ip. 
145Generalitzacio  a  varietats  amb  vora  de  la  Proposicio  4.4.4.  Observem  que  no  podem 
dir,  en  principi,  que  son  la  restriccio  al  seu  dornini  de  definicio  d’un  difeomorfisme  de 
Mfc  clefinit  en  oberts  mes  grans.  Aixo  es  clegut  a  que  la  definicio  de  diferenciabilitat  a 
Rfc  involucra  extensions  de  les  aplicacions  donades  i  aquestes  extensions,  fora  de  l’obert 
inicial,  no  les  controlem,  no  sabem  que  siguin  homeos  per  exemple. 
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A  mes, 


#р(У(п)) 


lim  АШ  -  P 

t>-yO  t 


lim 


ФЈМ)  ~  P 

t 


lim 

t.^o+ 


ФјчЏЂ-р 

t 


lim 

th^0+ 

v. 


a(t ) 


a(0) 


on  ф  es  ипа  extensio  diferenciablc  de  ф. 

Com  7(0)  =  ^-1(a(0))  =  p  G  9(M+),  si  posem  j(t)  =  (ui(t), . . .  ,uk(t )) 
ha  de  ser  и^(0)  =  0.  I  com  uk(t)  >  0,  ja  que  per  a  t  >  0  es  7 (t)  =  ф~га(Ф), 
ha  de  ser  u'k( 0)  >  0  i  per  tant  ^'(0)  G  №+. 

Es  a  dir, 

v  G  #Р(К+). 


La  inclusio  contraria  es  clara.  En  efecte,  sigui  w  =  (1фр(и)  amb  v  G  M(j_. 
Denotant  ф  una  extensio  diferenciable  de  ф  tenirn 

W  =  (1фр(у)  =  с1фр(и)  =  4;  (ф(р  +  tv)) 

at\t=o 

Nornes  hcm  d’agafar 


a(t)  =  ф(р  +  tv),  t&(—S,S) 


i  tenim  a([0,  e))  C  M,  ја  que  quan  t  >  0  a(t)  =  ф(р  +  tv)  (aqm  usern  que 
v  G  №+),  a(0)  =  P  i  a'(0)  =  w.  Per  tant  w  G  Тгр(М)  com  volfem. 


Capftol  17 
Integracio 


17.1  Integracio  de  /с-formes  a  R* 

Comencem  integrant  A:-formes  sobre  oberts  de  М+ .  Les  formes  sobre  oberts 
de  R+  es  defineixen  practicament  igual  qne  sobre  oberts  de  Mfc,  definicio 
14.2.1. 146 

Definicio  17.1.1  Una  k-forma  diferencial  definida  en  un  obert  U  de  R+  es 
una  aplicacio  diferenciable 

oj  :  U  C  Rk+  — >Ak(Rk)*. 

I  com  sempre,  diferenciable  vol  dir  qne  tot  punt  х  e  U  te  un  entorn  obert 
de  Rk  on  ш  es  restriccio  d’una  forma  diferenciable  de  Rk. 

Е1  suport  de  u>  es 

supp  ш  =  {х  G  U;  ш(х)  ф  0} 

tenint  en  compte  que  ш(х)  G  Ak(Rk)*,  es  a  dir,  cl  0  que  apareix  a  l’anterior 
formula  es  l’aplicaem  multilineal  alternada  zero.  Ara  be,  com  per  tot  х  G  U 
tenim 

ш(х)  =  f(x)dx i  Л  •  •  •  Л  dxk 

podem  escriure 

ш  =  f  dx i  Л  •  •  •  Л  dxk 

146No  ens  preocupem  cle  les  r-formes  a  Ш+  amb  r  ф  k. 
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on  /  es  una  funcio  diferenciable  (per  ser  ш  diferenciable).  Llavors  es  clar  que 

supp  u  =  supp  /. 

Com  М+  es  un  tancat  de  es  el  mateix  considerar  adherencies147  a  М(ј_ 
que  a  Mfc.  Регб  observem  que  no  podern  assegurar  que  suppcu  C  U  sino  tan 
sols  que  supp  u  C  U. 

Definicio  17.1.2  Sigui  ш(х)  =  f(x)dx i  Л  •••  Л  dx^  una  к-forma  definida 
sobre  un  obert  U  de  M(j_  ( x\, . . .  ,Xk  son  les  coordenades  cartesianes  habituals 
de  Mfcj.  Suposem  que  suppcu  es  un  compacte  de  contingut  a  U. 

Llavors  la  integral  de  lu  sobre  U  es  defineix  per 

oj=  f(x)dx i . . .  dxk 
Ju  Ju 

La  integral  de  la  dreta  es  la  integral  multiple  habitual  d’una  funcio  a  Mfc 
i  esta  ben  definida  ja  que  podem  pensar  que  estem  integrant  no  sobre  U  sino 
sobre  un  rectangle148  tancat  que  contingui  U,  i  la  funcio  que  integrem  es  la 
funcio  que  val  f(x)  sobre  U  i  zero  fora  del  compacte  suppcu.  Com  aquesta 
funcio  es  clarament  contfnua  i  tota  funcio  continua  sobre  un  rectangle  tancat 
de  Mfc  es  integrable,  la  integral  de  la  dreta  esta  ben  definida. 


147Si  el  nostre  espai  topologic  inicial  fos  un  obert  U  de  no  es  el  mateix  l’adherencia  a 
U  d’un  subconjunt  de  U  que  l’adherencia  d’aquest  mateix  subconjunt  a  Жк.  Per  exemple, 
si  U  =  (0, 1),  llavors  l’adherencia  de  U  a  U,  es  U,  en  canvi  l’adherencia  de  U  aKes  [0, 1]. 
Encara  que  treballem  amb  forrnes  defmides  sobre  oberts  considerarem  els  suports  a  Rfe . 

148Suposem  coneguda  la  teoria  d’integracio  de  funcions.  Remetem  sempre  a  [32],  on 
la  integracio  es  defineix  primer  per  a  funcions  definides  sobre  rectangles  i  que  si  hem 
d’integrar  sobre  quelcom  que  no  es  un  rectangle  multipliquem  per  la  funcio  caracterfstica. 
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La  hipotesis  de  suport  compacte  sempre  es  pot  aconseguir  multiplicant 
la  forma  a  integrar  per  funcions  tipus  ‘particions  de  la  unitat’149,  que  tenen 
suport  compacte,  integrar  aquest  producte  i  passar  al  lhnit. 

Veiem  un  exemple. 


Exemple  17.1.3  Siguioo  =  ydxAdy  i  denotem  U  =  B( 0;  1)ПМ;}.  Calculem 


Solucio.  En  principi  no  estem  en  les  hipotesis  de  la  defmicio  anterior,  ja  que 
el  suport  de  ш  no  esta  contingut  a  U.  A  la  practica  no  ens  preocuparem 
d’aquest  fet  i  procedirem  com  si  estiguessim  en  les  hipotesis  de  la  dehnicio 
17.1.2.  Fem 


1  /*7Г 


'u  JU 


ш  =  I  у  dx  d.y  =  /  /  r  sinadr  da  —  -. 


0  Jo 


Per  justihcar  aquests  calculs  considerem  /е  :  M2 
val  1  en  el  compacte 


una  funcio  C°°  que 


u 2e  =  в{ 0;  1  -  2e)  n  {(x,y)  e  M2;y  >  2e} 


i  0  fora  de  l’obert 


Ut  =  B{ 0;  1  -  e)  П  {{х,  у)  G  M2;  у  >  e}, 

que  sabem  que  existeix  per  la  Proposicio  A.1.2. 

Ara  te  sentit  integrar  јеш  sobre  U  perque  estem  en  les  hipotesis  de  la 
dehnicio  anterior  ja  que  el  suport  de  /еа;  esta  contingut  a  U  i  es  compacte, 
per  ser  un  subconjunt  tancat  dcl  compacte  Ue.  Tenim  doncs 


149Sempre  utilitzarem  el  mateix  fet:  donat  un  compacte  de  М"  i  un  obert  que  el  conte 
existeix  una  funcio  diferenciable  C°°  que  val  1  en  el  compacte  i  0  fora  de  l’obert,  Proposicio 
A.1.2. 
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lim  /  feu  =  lim  /  feuj 


e-?>0 


'U 


e-s>0 


Ue 


lim  /  feu  +  lim 


6-S>0  _ 

lim 

e-S>0 


lim 

e->0 


'и2е 


e— S-0 


Ue\U2e 


/+ 


ш 


'и2е 


f  1— 2e 


r2  sin  a  dr 


da 


2е/  tan  o; 

(1  —  2e)3  1  2e 


lim  /  sina 

€— >-0  /п 


,  (1  —  2e)3  2  ^ 

lim2- - =  -.  □ 

e— S>0  3  3 


3  tana' 


da 


17.2  Integracio  de  A:-formes  sobre  A+subvarie- 
tats 

Ara  que  ja  sabem  integrar  forrnes  a  М^  mirem  com  s’integren  sobre  varietats 
amb  vora. 


Cas  en  que  el  suport  esta  contingut  en  una  carta  local 

Definicio  17.2.1  Sigui  u>  una  k-forma  definida  sobre  un  obert  V  de  M™. 
Sigui  M  una  k-subvarietat  amb  vora  i  orientada  tal  que  M  C  V .  Suposem 
supp  uj  П  M  es  compacte  i  que  esta  contingut  en  una  carta  local150  (U,(p)  de 
M  compatible  amb  la  orientacio,  es  a  dir 

suppo;  П  M  C  ip(U),  U  obert  deM.'f. 

Llavors  definim  la  integral  de  uj  sobre  M  per 


(17.1) 


150Aquesta  hipotesis  del  suport  contingut  en  una  carta  local  la  fem  per  simplificar  les 
demostracions.  No  obstant,  emprant  particions  de  la  unitat,  es  pot  donar  la  definicio  gene- 
ral  d’integral  d’una  fc-forma  sobre  una  fc-varietat  sense  aquesta  hipotesis.  Vegeu  l’apendix 
A.2. 
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A  la  Proposicio  14.2.7  hem  vist  que 


151 


(f*u  =  (ш  O  (p)(^~, . . . ,  )d,Xi  Л  •  •  •  Л  dxk. 


'  дх\ 


дхк 


Am,  per  la  Definicio  17.1.2 


[  ш=  [  (uo(p)(^-...,^-)dx1...dxk. 
I  м  Ju  оЖ  1  &Х1 


(17.2) 


Observem  tambe  que  perque  la  definicio  anterior  tingui  sentit  necessitem 
qne  supp  <f*uj  sigui  un  compacte  de  contingut  a  U.  Perb  a.ixo  es  clar  ja 
que  el  suport  del  pull-back  esta  contingut  en  l’antiimatge  del  suport.  Es  a 
dir,152 


supp(</?*o;)  C  (p  *(K),  K  —  suppo;  П  M.  (17.3) 


En  efecte,  com 

supp(</?*ui)  =  {х  G  U;uj((p(x))  0} 

ip~l(K)  =  {х  G  U](p(x)  G  suppcu} 


prenent  adherencies  a  rinclusio  clara 

{х  G  U;  ш((р(х))  ^  0}  C  (i  6  fi;  <f(x)  G  supp  u>} 

i  tenint  en  compte  que  <p~lK  es  compacte  (igual  a  la  seva.  adherencia)  per 
ser  (p~l  contfnua,153  tenim 

supp(</?*u;)  C  tp~l(K). 


Com  tot  subconjunt  tancat  d’un  compacte  es  un  compacte,  la.  inclusio 
17.3  demostra  directament  que  supp(</?*u;)  es  un  compacte  contingut  a  U,  i 
te  sentit  doncs  escriure  el  segon  terrne  de  17.1. 

151Estem  pensant  (u>  o  </>)(  ■  ■  ■ ,  J^)  com  una  funcio  sobre  U,  concretament  la  funcio 

cjue  a  cada  х  €  U  li  assigna 


152En  general  no  es  pot  afirmar  que  el  suport  del  pull-back  sigui  igual  a  l’antiimatge  del 
suport,  vegeu  Гехегскп  17.6.2.  Ni  tan  sols  que  estigui  contingut,  vegeu  l’exercici  17.6.3. 
153Tot  compacte  de  U  amb  la  topologia  relativa  ho  es  de  Rfc. 
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Una  altra  observacio  important  es  qne  encara  qne  u)  esta  definicla  sobre  un 
obert  de  №n,  per  definir  la  seva  integral  nomes  necessitem  coneixer  cl  valor  de 
c o  sobre  els  punts  de  la  subvarietat.  Per  aixo  si  dues  k-formes  definides  sobre 
un  obert  de  №n  coincideixen  sobre  els  punts  de  M  (com  aplicacions  d’aquest 
obert  a  Ак(Шк)*)  llavors  tenen  la  mateixa  integral. 

Tarnbe  es  cert  que  en  la  definicio  d’integral  nornes  apareix  el  valor  de 
u>  sobre  punts  de  la  fc-subvarietat  M,  i  aplicada  llavors  aquesta  aplicacio 
multilineal  a  carnps  tangents  a  M .  Aixo  implica  que  forrnes  diferents  pero 
que  sobre  els  punts  de  M  coincideixin  quan  s’apliquen  a  camps  tangents  a  la 
subvarietat  tenen  tambe  la  mateixa  integral. 

Aquest  es  tambe  el  motiu  pel  qual  podem  integrar  forrnes  definides  nornes 
sobre  subvarietats,  tot  i  que  com  ja  hem  comentat,  en  aquestes  notes  no 
desenvolupem  aquest  punt  de  vista. 

Proposicio  17.2.2  La  definicio  d’integral  d’una  k-forma  que  acabem  de  do- 
nar  no  depen  de  la  carta.  Es  a  dir,  si  (V,  <p)  i  (VVj  ф)  son  cartes  locals  d’una 
k-subvarietat  amb  vora  orientada  M ,  compatibles  amb  la  orientacio,  amb 
suppcn  П  M  C  <p(V)  П  fi>(W),  llavors 


■ф*и. 


Demostracio.  Sigui  h  =  1  o  <p  ГарИсасш  ‘canvi  de  coordenades’,  i  posem 

h(x)  =  (h1  (х), ...,  hk(x)),  х  =  (хг,. . .  ,xk). 


Aquesta  aplicacio  h  es  un  homeomorfisme  entre  un  obert  Vj  de  V  i  un 
obert  W\  de  W  i  es  diferenciable  a  Vj  (restriccio  d’una  aplicacio  diferen- 
ciable  definida  sobre  un  obert  de  №fc),  vegeu  l’exercici  16.4.12.  Concretament 
Ui  =  ip-\ip(V)  П  fi(W))  i  VUi  =  ip-ficp^V)  П  fi(W)). 

La  condicio  sobre  el  suport  de  u  ens  diu  que  es  el  mateix  integrar  <р*(ш) 
sobre  V  que  sobre  Vj  i  que  es  cl  mateix  integrar  ф*(и)  sobre  W  que  sobre 
VVj  =  h(\ j).  Concretament,  per  (17.3),  tenim 

supp  p*u)  C  93_1(suppa;  П  M)  C  Vj 
i  analogament  per  a  ф*и). 
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La  regla  de  la  cadena154,  aplicada  a  la  composicio  dc  funcions  <p  =  o  h, 
dona 


др  чА^.дгјз  , ,  dh3 

dxl  = 

3=1  J 


(17.4) 


on  tant  les  хг  com  les  г/ј  representen  lcs  coordenades  canoniques  de  Шк,  que 
denotem  diferent  per  conveniencia.  Equival  a  pensar  p  =  p{x\, . . . ,  хк)  i 
ф  =  ф(у!,...,ук). 

Aixi, 


(J 

(3} 


>h(V l) 

/ 

>h(V l) 

L 


'Vi 


г/з*из 

(ш  o  Ф)(тг^-,  *  *  * ,  p^)dyi  ...dyk 
ду\  дук 

(ш  O  <p)(^p-  O  h, . . . ,  O  h)  ■  Jh  dx  1 . 

c>v9 


.  dxu 


(p  LU 


'Vi 


V?  tu. 


'v 


on  la  igualtat  (1)  es  per  la  Proposicio  14.2.7,  la  igualtat  (2)  es  el  teorema 
dcl  canvi  de  variable155,  mes  el  fet  de  que  Jh  >  0  per  haver  agafat  cartes 
compatibles  amb  la  orientacio  i  la  igualtat  (3)  es  consequencia  de  la  igualtat 
(17.4)  i  de  la  Proposicio  14.1.5,  pagina  339  (apartat  1  amb  k  =  n).  □ 


154La  regla  de  la  cadena  la  podern  aplicar  a  la  composicio  de  dues  funcions  diferenciables 
entre  oberts  cle  K"  i  Rm  i  h  nomes  es  diferenciable  a  Per  provar  la  igualtat  (17.4) 
l’apliquem  a  un  punt  arbitrari  P  £  V) ,  i  apliquem  la  regla  de  la  cadena  a  la  funcio  ip  o  h, 
on  h,  es  una  aplicacio  diferenciable  que  esten  h,  en  un  entorn  P.  La  igualtat  matricial 
d<px  =  ■  dhx  =  <h/A(a;)  •  dhx  dona,  igualant  columnes,  la  igualtat  (17.4). 

i55per  aplicar  el  teorema  2.0.8  del  canvi  de  variable  necessitem  que  les  funcions  estiguin 
definides  sobre  oberts  de  Шк.  En  el  nostre  cas  W\  es  un  obert  de  M+,  pero  el  podem 
aproximar  per  We  =  W\  П  K*,  on  Шк  =  {{x\, . . .  ,хк)',хк  >  e}.  I  utilitzar  a  continuacio 
que  si  /  es  integrable  a  W\,  lim€_>0  fWe  f  =  fWl  f  ■ 
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Exercici  17.2.3  Integrem  ш  =  zdx  Л  dy  sobre  el  tor  T  donat  per 
< p(u,v )  =  ((2  +  cosv)  cos  u,  (2  +  cosv)  sin-u,  sinn),  0  <  u  <  2+  0  <  v  <  2тт. 


Solucio.  A  la  practica  integrarem  no  sobre  tot  el  tor  sino  sobre  la  carta  local 
( U ,  (p)  amb  U  =  (0,  27г)  х  (0,  27г)  i  la  p  donada  mes  amunt.  Els  punts  no 
considerats  tenen  mesura  zero  i  no  modifiquen  el  resultat.  Procedirem  “com 
si”  el  suport  de  ш  estigues  contingut  a  < p(U ).  Aixi,  com 


d(x  o  ip) 


d(y  o  <p) 


д(х  o  <p)  д(х  o  ш) 

v  _  ’  du  +  v  dv 

ди  dv 

—  (2  +  cos  v)  sin  udu  —  cos  u  sin  v  dv 

ди  dv 

(2  +  cos  v)  cos  udu  —  sin  u  sin  v  dv 


tcnim 

(р*(ш)  =  (p*(zdx  Л  dy)  =  (z  o  ip)d(x  o  ip)  Л  d(y  o  ip)  =  sin2u(2  +  cos  v)dudv, 
i  per  tant 


р2ћ  р2тг 


ш=  /  <p  (u)  = 

Ju 


sin2  г>(2  +  cos  v)du  dv  =  47г2. 


'0  J  o 


Justificacio  d’aquest  darrer  calcul.  Com  que  la  diferencia  entre  els  con- 
junts  T  i  (p(U)  te  rnesura  zero 


(р*(ш). 


Ara  be,  per  ser  rigorosos  hem  de  fer  el  mateix  argument  que  a  l’exercici 
17.1.3,  ja  que  formalment  no  podem  integrar  ш  sobre  (p(U)  ja  que  no  es  cert 
que  supp  ш  П  T  C  < p(U ). 

Prenem  Ce  =  (e,  27г  —  e)  х  (e,  2тт  —  e)  i  C2e  =  [2e,  27г  —  2e]  х  [2e,  27г  —  2e] 
i  considerem  una  funcio  fe  que  valgui  1  sobre  el  compacte  +(C2e)  i  0  fora 
de  l’obert  (p(Ce).  Insistim  que  l’existencia  d’aquestes  funcions  esta  garantida 
per  la  Proposicio  A.1.2,  pagina  456. 
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Llavors 


ш  =  lim  /  feu  =  lim  /  feu> 


e->0 


e->0 


V(ce) 


=  lim 


e-?>0 


V(C2«) 


feu>  +  lim 


e-s>0 


V(Ce)\¥>(C2e) 


/+ 


=  lim 

e— S-0 


ta 


V(c2e) 


=  lim  /  02*a; 

e%c2e 

г‘2п—е  г'2ћ—с 

-  n !  !  --a 


sin2  v(2  +  cosn)  du  dv  =  47г2 


Les  mateixes  consideracions,  que  ja  no  repetim,  s’apliquen  a  l’exercici 
segiient. 


Exercici  17.2.4  Sigui  M  =  S2  П  №3  on  S 2  es  l’esfem  2-dimensional  de 
centre  l’origen  de  №3  i  radi  1.  Sigui  ш  =  z  dx  Л  dy.  Calculem 


Solucio.  Com  M  es  compacta,  supptaflM  tarnbe.  Considerem  la  carta  local 
( U,(p )  amb156 


U  =  {(м,  v)  e  №+;  0  <  u  <  2ћ ,  0  <  v  <  1} 

i 

ip(u,  v)  =  ((1  —  v)  cos u,  (1  —  v)  sinu,  \j2v  —  v2). 


Aixi, 


Pero 


/  (z  o  ip)d(x  o  p)  д  d(y  o  <p) 

Ju 


d(x  o  p)  =  —  cosu  dv  —  (1  —  v)  sinrt  du 

d(y  o  p)  =  —  sinudv  +  (1  —  v)  cos udu 


per  tant 


-2тг 


Ш  = 


[  M 


(1  —  v)V 2v  —  v2  du  dv 


156Vegeu  Г  exercici  16.4.4. 


2тг 

У' 


398 


Agusti  Reventos 


17.3  Teorema  del  canvi  de  variables 


Observem  primerament  que  cl  teorema  classic  del  canvi  de  variables  per 
integrals  definides  a  №n,  teorema  2.0.8,  que  diu 

[  f  =  [  (f  °  д)  \  det  </|, 

o  equivalentment 

/  fdy1...dyn=  (fog)\detg'\dx1...dxn  (17.5) 

J  g(A)  J  A 

on  A  es  un  subconjunt  de  №n,  g  un  difeomorfisme  i  /  :  g(A)  — >  №  una  funcio 
diferenciable. 

En  llenguatge  de  formes  i  pel  cas  en  que  g  conserva  orientacions,  la  igual- 
tat  (17.5)  es  pot  escriure  aixf: 


on  a  =  f  dyi  Л  •  •  •  Л  dyni  ja  que 


(17.6) 


P*  (a)  =  (/  °  g)g*  (dm  Л  •  •  •  Л  d,y„)  =  (f  og)  det  g'dx i  Л  ■  ■  ■  Л  dx„. 

1  ara  apliquen  la.  definicio  17.1.2. 

La.  igualtat  (17.6)  es  certa  en  general  sobre  varietats.  Concretament  tenim 
el  resultat  segiient. 


Proposicio  17.3.1  (Teorema  del  canvi  de  variables)  Sigui  M  una  k- 
subvarietat  orientada  amb  vora  i  sigui  F  :  №n  — )•  №n  un  difeomorfisme. 
Sigui  (U,  tp)  una  carta  local  de  M  i  sigui  oj  una  k-forma  de  №n  amb  K  = 
suppcanF(M)  compacte  contingut 157  a  F{(p{U)) .  Llavors 


ш. 


quan  orientem  F(M)  de  manera  que  dFP  porti  bases  positives  de  TPM  a 
bases  positives  de  TP(P)F(M) ,  per  a  tot  P  €  M . 

15'Aquesta  hipotesis  del  suport  contingut  en  una  carta  local  la  fem  per  simplificar  les 
demostracions.  Aquest  teorema  es  cert  sense  aciuesta  hipotesis  com  es  veu  a  l’apendix, 
Proposicio  A.2.4,  pagina  459. 


Geometria  Diferencial  Classica 


399 


Demostracio ,158  Observem  que  tant  ш  com  F*(u>)  tenen  el  suport  (compacte) 
contingut  en  una  unica  carta  local,  ja  que  (U,  F  o  р)  es  una  carta  de  F(M), 
i  de  la  inclussio  K  c  F(ip(U))  deduim  supp(F*u;)  C  <p(U). 

Ara  tenim 


ш  = 


co 


(i) 


'F(M) 


'РШ)) 


=  /  (F  o  ip)*  (ш)  =  /  p*F*(u) 


'u 


'  u 


(2) 


/  F*  ш=  F*  ш. 

'  <p(U)  Јм 


Les  igualtats  (1)  i  (2)  per  la  igualtat  (17.1),  definicio  17.2.1.  □ 


Nota  17.3.2  Es  suficient  que  F  sigui  una  aplicacio  bijectiva  diferenciable 
amb  inversa  diferenciablc  definida  a  M ,  F  :  M  — >  F(M)  C  Mn.  No  cal  que 
sigui  un  difeomorfisme  de  tot  Mn  com  es  veu  revisant  la  demostracio  anterior. 


Integracio  sobre  una  1-varietat  amb  vora 

Tal  com  hem  comentat  a  la  pagina  380  per  a  k  =  1  no  podem  suposar  que 
existeix  un  atles  compatible  amb  la  orientacio.  Per  tant  la  demostracio  del 
teorema  anterior  no  funciona.  No  obstant  el  resultat  continua  essent  correcte 
si  prenem  la  definicio  segiient  d’integracio  sobre  1-varietats. 

Defmicio  17.3.3  Sigui  C  =  7 (I),  amb  7  :  /  C  M  — >  Mn  diferenciable,  i 
una  1-forma  ш  de  M3.  Llavors 


on  I  =  (a,b),I  =  (a,  b\,I  =  [a,b)  0  I  =  [ a ,  b] . 

Ja  hem  comentat  a  l’exercici  17.6.1  que  110  hi  ha  diferencia  entre  integrar 
sobre  /  =  (a,b),I  =  (a,  b],  I  =  [a,  b)  o  /  =  [a,  b], 

Pel  teorema  dcl  canvi  de  variable  aquesta  integral  110  depen  de  la  para- 
metritzacio  de  C  sempre  que  la  nova  parametritzacio  conservi  orientacions. 
Si  les  canvia,  canvia  de  signe. 

1580bservem  que  si  a  la  formula  que  volem  clemostrar  canviem  F  per  <p  i  M  per  U  tenim 
la  defmicio  17.2.1  d’integral.  Pero  tp  no  es  un  difeomorfisme  de  K™  ni  ш  te  el  suport  en 
una  carta  local. 
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Exemple  17.3.4  Sigui  C  =  7 (I)  amb  I  =  [0,2тт\  i  7  :  /  — >  M2  donada  per 
7 (č)  =  (cost,  sint).  o;  =  Calculem 


ш. 


I  c 


Solucić. 


ш  =  [  7*0;  =  [  (х  o  7 )3d,(y  07)=  [  cos4  tdt  =  — . 


'  c 


Si  canviem  la  orientacio  considerant  la  corba  7 (t)  =  (cos  t,  —  sin  t).  tenim 


ш  =  [  7 *ш  =  [ (х  o  7 )3d(y  07)  =  —  [  cos4  tdt  =  — — .  □ 


’  c 


Per  comparar  la  definicio  anterior  17.3.3  amb  la  definicio  A.2.2  donern  cl 
segiient  resultat  per  al  cas  /  =  [a,  b]  (els  altres  casos  son  iguals). 


Proposicio  17.3.5  Sigui  C  =  7 (I),  amb  7  :  /  C  M  — *  Mn  diferenciable,  i 
una  l-forma  ш  de  M3.  Sigui  (U,  71),  (□,  72)  amfr 

//  =  [0,  6  —  a),  7l(t)  =7(t  +  a),  72(t)  =7(-t  +  6), 

un  atles  de  C .  Sigui  (fi,  /2)  una  particio  de  la  unitat  relativa  al  compacte  C 
i  subordinada  a  aquest  recobriment.  Llavors 

[  w  =  [  7*(/iw)  -  [  7*(/г^). 

/с  /г  Jl 

Demostracio.  Recordem  primerament  que  U  te  aquesta  forrna  perque  ha 
de  ser  un  obert  de  M^.  Recordem  tarnbe  que  per  ser  la  particio  de  la  unitat 
subordinada  al  recobriment  tenirn  supp  /,:  П  C  C  7 i(U),  i  =  1,  2. 

Observem  que  71  es  compatible  amb  la  orientacio  natural  de  (a,b),  i  72 
no.  Posem  7l  =  7  o  T  amb  T(t)  =  t  +  a  i  72  =  7  o  S  amb  S(t)  =  —t  +  b. 
Llavors  tenim 

/  -  *=’  1 1  л- 

Jc  _  Jc 

(=’  t  [  глм 

=  Jl*(hu)  -  Ј^*(^2ш). 
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La  igualtat  (1)  es  per  la  definicio  de  particio  de  la  unitat.  La  igualtat  (2) 
es  per  la  definicio  17.3.3  a  cada  sumand  tenint  en  cornpte  qne  ens  podern 
restringir  a  les  corbes  7 \(ЈЈ).  La  ignaltat  (3)  es  per  la  definicio  de  7 *.  La 
ignaltat  (4)  es  certa  perqne  S  canvia  orientacions  i  la  definicio  d’integral 
utilitza  cartes  compatibles  amb  la  orientacio. 


17.4  Teorema  de  Stokes 


Teorema  17.4.1  (Teorema  de  Stokes  sobre  /с-subvarietats)  SiguiM  ипа 
k-subvarietat  de  orientada  amb  vora.  Siguiu  una  ( k  —  l)-forma  diferenci- 
al  definida  sobre  un  obert  de  №n  que  conte  M.  Suposem  que  K  =  supp  uj  П  M 
es  compacte  i  esta  contingut  en  una  carta  local  (U,(p).  Es  a  dir  K  C  <p(U). 
Aleshores, 


on  дМ  te  la  orientacio  induida  per  la  orientacio  de  M . 


Demostracio.  Calculem  cl  primer  terrne. 


Hem  posat 

p  =  (p*L 0. 

Les  igualtats  (1)  i  (4)  per  questions  de  suport.  La  igualtat  (2)  per  la  definicio 
17.2.1.  La  igualtat  (3)  perque  la  diferencial  commuta  amb  el  pull-back. 

A  partir  d’aqui  i  per  simplificar  els  calculs159  suposarem  k  =  2  de  manera 

qne 

p  =  a\dx\  T  a^dx2, 


i  per  tant 


dp  =  ( 


да2 

дх\ 


^—^-)dx  1  Л  dx2 
дх2 


159A  l’apendix  hi  ha  la  demostracio  totalment  general  d’aquest  teorema. 
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Pel  teorema  de  Fubini,  que  permet  canviar  l’ordre  d’integracio, 


(*X2=00 


'Х2=0 


^-dxi\dx2 
ČX\  J 


ai(xi,  t))dx\ 


(*X  2=00 


'Х2=0 


^p-dxj  dx  i 
ČX2  ) 


ја  que  1а  primera  integral  es  zero  per  tenir  lcs  funcions  a.j  suport  compacte. 
Estudiem  ara 


La  carta  ( U ,  Lp)  indueix  la  carta  (V,  ф)  donada  per 


V  =  r\U) 

ф  =  (p  o  i 

on  i  :  M  — *  es  l’aplicacio  г(х i)  =  (aq,  0). 

Llavors  tenim 

f  ш  =  f  ф*(ш )  =  f  i*(f*u  =  [  i* p  =  f  i*p, 
ЈдМ  Jv  Jv  Jv  Јж 

Les  igualtats  (1)  i  (3)  per  qiiestio  de  suports. 

Ara  be,  com  x2  o  i  =  0,  tenim 

i* p  =  a.\(xi,  U)dx\, 


i  per  tant 


ai(xi,  0)dxi, 


i  aixo  acaba  la  demostracio.  □ 


La  condicio  de  que  el  suport  de  la  forma  estigui  contingut  en  una  carta 
local  la  fem  per  comoditat  регб  asumirem  a  partir  d’ara  que  el  teorema  de 
Stokes  es  cert  sense  aquesta  condicio,  tal  com  es  prova  a  ГарепсНх,  pagina 
460. 

En  particular  tenim 
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Corol-lari  17.4.2  Sigui  M  ипа  k-subvarietat  sense  vora.  Llavors  per  a  tota 
k-forma  ш  de 


dio 


м 


0. 


Demostracio.  Conseqiiencia  de  Stokes.  □ 

Observem  qne  el  teorema  de  Stokes  quan  M  =  [a,  b]  i  u>  =  f  es  una  funcio 
(0-forma)  no  es  mes  que  el  teorema  fonamental  dcl  calcul, 


>9([a,b]) 


f  =  f{b)  -  f(a). 


Exemple  17.4.3  Calculem 


on  ш  =  xdy  Л  dz  +  ydz  Л  dx  +  zdx  Л  dy  i  Sr  es  l  ’esfera  de  radi  R  i  centre 
l’origen  de  M3. 


Solucio.  Primer  metode.  Observem  que  du  =  3 rj  on  rj  =  dx  Л  dy  Л  dz  es 
l’element  de  volum  de  M3.  Aixf,  denotant  Br  la  bola  de  racli  R  i  centre 
l’origen, 


Segon  metode.  Tarnbe  podrfem  haver  raonat  aixf:  Sigui  n  la  normal  a  Sr 
estesa  a  M3,  es  a  dir, 


n(x,y,z) 


(x,y,z) 

\\(x,y,z)\\ 


Llavors 


inrj  =  Adx  Л  dy  +  Bdy  Л  dz  +  Cdy  Л  dz 


i  podem  trobar  A,  B,C  facilment.  Per  exemple, 


A  =  r}(n 


д_  д_ 

’  дх  ’  ду 


=  n 


3 


on  n3  es  la  tercera  component  de  n,  i  per  tant,  n3  =  zy  Analogament 
calcularfem  B  i  C  i  obtenim 

inrj  =  тт - —(zdx  Л  dy  —  ydx  Л  dz  +  zdx  Л  dy) 

\\(х,У,т 
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Sobre  Sr  tenim  doncs 


Rinr]  =  uj 


i  per  tant 


R4ttR2, 


ja  que  inq  restringit  a  l’esfera  es  cl  seu  element  d’area. 

Tercer  metode.  Utilitzant  el  teorema  de  la  divergencia,  vegeu  exercici 
20.4.5,  pagina  442. 


17.5  Formula  de  Green 


Teorema  17.5.1  Sigui  D  cl2  un  domini  regular  (2-subvarietat  amb  vora). 
SiguinP(x,y),Q(x,y )  dues  funcions  diferenciables  definides  en  un  obert  que 
contingui  D.  Llavors 


+  Qdy 


Demostracio.  Apliquem  Stokes  a  la  1-forma  ш  =  Pdx  +  Qdy.  □ 

La  orientacio  de  la  vora,  tal  com  l’hem  definit  a  la  pagina  376,  es  pot 
recordar  facilment  dient  que  la  vora  s’ha  de  recorrer  de  tal  manera  que  el 
recinte  d’integracio  D  quedi  a  l’esquerra. 
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Suposem  7  :  /  — *  №2,  donada  per  7(t)  =  (x(t),y(t)),  es  una  parame- 
tritzacio  de  dD,  que  es  una  1-varietat.  Llavors  la  fćrmula  de  Green  s’escriu 
com 


)dxdy=  j  7*cu  =  j(Px'  +  Qy')dt 


011  P  =  P(x(t),y(t )),  Q  =  Q(x(t),y(t)). 

Observem  que  podern  calcular  Гагеа  de  D  prenent  Q(x,  у) 
0,  llavors 


агеа(И) 


o  be  prenent  P  =  —у,  Q  =  х,  llavors 


х,  P(x,y)  = 


area  (D)  =  - 


—у  dx  +  х  dy 


OD 


Piecewise  boundary 

Suposem  que  D  es  un  dornini  tal  que  dD  es  una  corba  diferenciable  a  trogos. 
Aixo  vol  dir  que  es  pot  parametritzar  per  una  aplicacio  7  :  /  — >  №2  di- 
ferenciable  excepte  en  un  numero  finit  de  punts.  Equivalentment,  podem 
suposar  que  llcvat  d’aquest  nurnero  finit  de  punts,  dD  es  la  unio  de  r  corbes 
7 r  :  Ir  — >  №2. 
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Llavors  la  formula  de  Green  s’escriu  com 


L 


dQ  дР 


D v  дх  ду 


Per  justificar  aquesta  igualtat  hem  d’aproximar  cl  nostre  recinte  per  re- 
cintes  diferenciables  als  quals  podern  aplicar  el  teorema  17.5.1  i  passar  al 
lfinit. 

Per  exemple,  podem  definir  De  com  el  recinte  que  obtenim  a  partir  de  D 
unint  per  una  corba  diferenciable  punts  situats  a  distancia  e  de  cada  vertex. 

Per  poder  veure  que  no  lii  ha  problemes  de  convergencia  es  fonamental 
que  cu,  o  equivalentment  les  funcions  P,  Q,  siguin  contfnues  i  estiguin  definides 
en  un  entorn  de  D.  Els  detalls  tecnics  son  complicats  i  no  els  farem  aqm. 


Els  mateixos  comentaris  valen  per  a  la  formula  de  Stokes  sobre  varietats 
amb  arestes.  Per  exemple,  sobre  un  cub  de  №3,  un  cilindre  amb  les  seves 
tapes,  etc,  la  formula  de  Stokes  es  certa.  Perb  una  demostracio  rigorosa 
implicaria  donar  bones  definicions  de  varietats  amb  arestes,  etc. 

Exemple  17.5.2  Comproveu  la  formula  de  Green  sobre  el  quadrat  D  = 
[0.1]  х  [0, 1]  г  la  1-forma  lu  =  xdy. 

Solucić.  Com  du  =  dx  Л  dy,  que  es  l’element  d’area  de  №2, 
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Ara  recorrem  la  vora  deixant  el  recinte  D  a  la  nostra  esquerra  i  la  para- 
metritzem  amb  les  quatre  corbes 


7i(0  = 

(t,0),  0 

<  t  <  1, 

72  (t)  = 

(i,0,  o 

<  t  <  1, 

7з  (t)  = 

(i-M), 

0  <  t  <  1 

74(0  = 

(o,i-0, 

0  <  t  <  1 

Aixi 

7i<*>  =  7i  (x  dy)  =  (х  o  7i)d(y  °  71)  =  0, 

72^  =  7г  ( х  dy)  =  (х  o  7 2)d(y  o  q2)  =  dt, 

1зш  =  7з  (ж  dv)  =  (xo  7з )d(j/  o  7з)  =  0, 

74^  =  l*Axdv)  =  (ж  °  74)^(|/ °  7)  =  п. 

Per  tant 

V  [  7>  =  [  dt  =  1. 

r  Ir  Ј  [0,1] 

Exemple  17.5.3  (Diferenciabilitzant  el  quadrat)  Donat  e  >  0  trobeu 
una  funcio  diferenciable  de  classe  C°°  tal  que 

x(t)  =  l  1 

У)  \  2-t  l+e <t <2 

Observeu  que  fent  un  proces  similar  amb  la  segona  component  tenim  una 
corba  diferenciable  que  aproxima  el  сатг  72  seguit  de73  del  problema  anterior. 


Solucio.  Considerem  el  parell  de  fnncions  palangana  segiients 

P(t)  =  \ 

f  1 

—00  <  t  <  1 

l  o 

1  +  e  <  t  <  00 

q(t)  =  \ 

f  0 

—00  <  t  <  1 

l  1 

1  +  e  <  t  <  00 

Definim 

f(t)  = 

=  P(t)  +  (2  -  t)q(t) 

i  hem  acabat. 
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Exemple  17.5.4  Comproveu  la  formula  de  Stokes  sobre  el  cilindre  C  = 
{(ж,  у ,  z)  G  №3;  х2  +  у2  <  1,  0  <  z  <  1},  i  la  2-forma  ш  =  ху  dy  Л  dz  +  y2dx  Л 
dz  +  zdx  Л  dy. 

Solucio.  Calculem  du. 


doj  =  (1  —  y)dx  Л  dy  Л 


Aixi 


dui 


dx  Л  dy  A  dz  — 


ydx  Л  dy  Л  dz  =  n, 


Jc  Jc  Jc 

ja  que  la  primera  integral  es  el  volum  dcl  cilindre  i  la  segona  es  zero  per 
simetria. 

Integral  sobre  la  tapa  inferior.  Aqui  z  =  0,  i  per  tant  ш  =  0  i  la  integral  es 
zero.  En  realitat  estern  utilitzant  el  mateix  argument  que  a  l’exercici  17.2.3. 
Considerem  una  parametritzacio  de  la  tapa  T,  (p(x,y)  =  (x,y,  0),  i 


Ч> 


(ху  dy  Л  dz  +  y2dx  Л  dz  +  zdx  Л  dy) 


1 D 


ja  que  z  o  p  =  0.  (D  es  cl  disc  unitat  del  pla  х,  у  centrat  a  l’origen). 

Integral  sobre  la  tapa  superior.  Aquf  z  =  1,  i  per  tant  ш  =  dx  Л  dy ,  que 
es  l’element  d’area  i  per  tant  la  integral  de  ш  a  la  tapa  superior  val  п. 
Integral  sobre  la  superficie  lateral.  Passant  a  polars  tcnim 


(cos2  6  sin  0d6  Adz  —  sin3  OdO  Л  dz) 


'c 


ja  que  dx  =  —  sin  OdO  i  dy  =  cos  OdO  sobre  la  superficie  lateral. 
Aixi, 


(cos2  0  sin  OdO  dz 


sin3  OdO  dz) 


0. 


17.6  Exercicis 

Exercici  17.6.1  Sigui  f  :  [a,b\  — >  №  contmua.  Proveu  que 
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Solucić.  Seguint  [32]  definim  la  integral  de  funcions  sobre  rectangles,  en 
aqnest  cas  sobre  [a,b],  i  definim  integral  sobre  oberts  com  la  integral  sobre 
un  rectangle  mes  gran  de  la  funcio  qne  volcrn  integrar  mnltiplicada  per  la 
funcio  caracteristica  d’aqnest  obert. 

En  el  nostre  cas,  doncs, 


fx, 


on  x(x)  =  1  si  х  G  (a,  b),  i  x(a)  =  x(b)  =  0. 

Es  facil  venre,  per  la  definicio  d’integral  de  Riemann,  qne  funcions  qne 
coincideixen  excepte  en  un  conjunt  finit  de  pnnts,  tenen  la  mateixa  integral 
(problema  3.2  de  [32]). 

Per  tant, 


/  f  =  /Х  = 

'( a,b )  J  [a,b] 


М1 


/■ 


Е1  teorema  fonamental  del  calcnl  ens  diu  essencialment  qne  si  /  :  [a,  b\  — > 
M  es  contfnua  existeix  F  :  [a,  b]  — >  M  derivable  en  tots  els  punts  (a  a  per  la 
dreta  i  a  b  per  l’esquerra)  tal  que  F'  =  f .  I  que 


[  f=  [  f  =  F(b)  —  F(a). 

J  ( a,b )  J  [a,b] 

Exercici  17.6.2  Donada  la  1-forma  de  M3,  c o  =  dz,  i  la  carta  local  de  la 
2-subvarietat  M  =  {z  =  0}  donada  per  cp(x,y)  =  (x,y,  0)  estudieu  el  suport 
del  pull-back  p>*uj  i  l’antiimatge  del  suport  de  u>,  </?-1(suppo;). 

Solucio.  La  1-forma  ш  no  s’anul-la  mai,  per  tant 

snpp  co  =  M3 


i  aixi 

</3_1(snppo;)  =  M2. 

Per  altra  banda,  џ>*(ш)  =  d(z  o  ip)  =  0  i  per  tant 

supp  (p*  (uj)  =  0, 
es  a  clir,  tenirn  un  exemple  on  la  inclusio  17.3 

supp</?*(o;)  C  </9_1(suppa;) 


es  estricte. 
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Exercici  17.6.3  Donada  la  1-forma  de  №27  ш  =  dx,  i  la  carta  local  de  la 
l-subvarietat  M  =  {(ж,0)  G  №2;0  <  х  <  1},  p  :  (0,1)  — *  №2  donada  per 
(p(x)  =  (х,  0)  estudieu  el  suport  del  pull-back  (р*ш  i  l’antiimatge  del  suport  de 
uj,  93_1(suppo;). 

Solucio.  La  1-forma  oj  no  s’anul-la  mai,  per  tant 

supp  oj  =  №2 


i  am 

1  (supp  oj)  =  (0,1). 

Per  altra  banda,  p>*  (oj)  =  d(x  o  ф)  =  dx  que  no  s’anuMa  mai,  i  per  tant 

supp  p>*  (ta)  =  (0,1)  =  [0,1]. 

Aixi  doncs  en  aquest  cas  la  inclusio 

supp(/?*(o;)  C  1 (supp  oj) 


es  falsa. 


Capitol  18 

Teorema  de  Gauss-Bonnet 


En  aquest  capitol  generalitzarem  cl  teorema  del  defecte  a  triangles  no  ge- 
odesics.  Concretament,  la  millora  que  Bonnet  fa  del  teorema  del  defecte  es 
la  segiient. 


18.1  Generalitzacio  del  teorema  del  defecte 


Teorema  18.1.1  Sigui  T  =  AABC  un  triangle  sobre  una  superficie.  Lla- 
vors 


KdS 


A  +  B  +  C  -  7Г- 


kg  ds , 


on  dS  es  Velement  d'area  de  la  superficie  i  ds  Velement  de  longitud  de  la 
vora. 


Demostracio.  Abans  de  comengar  la  demostracio  precisem  l’enunciat.  Com 
la  curvatura  de  Gauss  /С  es  una  funcio  sobre  la  superficie  S,  KdS  es  una 
2-forma  sobre  S  i  la  podern  integrar  sobre  una  regio  de  S. 

Les  llctres  A,B,C  de  la  dreta  de  la  igualtat  representen  la  mesura  dels 
angles  del  triangle. 

La  vora  del  triangle  дТ  esta  formada  pels  seus  tres  costats  que  es  poden 
considerar  1-varietats  amb  vora.  Els  denotem  дТг. 

Com  kg  es  una  funcio  sobre  la  1-varietat  дТ  =  АгдТг  la  seva  integral  esta 
definida  per 

/  kgds  =  >  /  knddi 

Јдт  i=1  ЈдТ, 
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on  (1аг  es  la  l’element  de  longitud  (1-forma  que  val  1  sobre  un  vector  tangent 
unitari)  de  дТг. 

En  particular,  si  7*  :  1г  — у  дТг  es  una  parametritzacio  per  Гагс  de  дТг 


kgi(s)ds 


ja  que  7*(do"*)  =  ds  (denotem  per  comoditat  tots  els  parametres  arc  per 
s,  encara  que  corresponen  a  tres  corbes  diferents)  i  hem  denotat  kgi(s)  = 
kg(ji(s  j).  Considerarem  aquestes  corbes  7*  orientades  de  manera  que  la  vora 
quedi  orientada  d’acord  amb  cl  teorema  de  Stokes. 

Fetes  aquestes  consideracions  iniciem  la  demostracio  dcl  teorema. 

Suposarem  que  cl  triangle  esta  situat  en  una  carta  local  (U,  (p)  ortogonal, 
es  a  dir,  F  —  0. 

L’expressio  de  la  curvatura  geodesica  d’una  corba  parametritzada  per 
Гагс  7(5)  =  9?(o:(s)),  amb  a(s)  =  ( u(s),v(s ))  corba  sobre  U,  esta  donada  per 
(Corol-lari  11.2.3,  pagina  257), 


kg(s) 


1  /  dv  du\  d0 

2  \/EG  V  “dsj+ds 


(18.1) 


on  в  es  l’anglc  positiu  entre  i  f(s),  i  totes  les  funcions  de  la  dreta  son 
funcions  de  s:  E  =  E(u(s),v(s)),  etc. 

Aquesta  expressio  suggereix  definir  la  1-forma  sobre  U, 


uj  =  Adu  +  Bdv 


amb 

4  =  Ev  R  =  Gu 

2  у/EG’  2  y/EGr 

de  rnanera  que,  restringint  aquestes  funcions  a  la  corba  a(s),  amb  7(5)  = 
<^(a(s)),  tindrem 

kg(s)  =  A(a(s))u'  (s)  +  B(a(s))v'(s)  +  e'(s), 
o,  equivalenmet 


а*(ш)  =  (kg(s)  —  e'(s))  ds. 
que  110  es  mes  que  (18.1)  “multiplicada”  per  ds. 


(18.2) 
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Si  calculem  ara  la  diferencial  de  ш  i  recordem  l’expressio  de  la  curvatura 
/С  en  el  punt  < p(u,v )  (formula  (10.5),  pagina  241,  JC  o  p  —  K) 


K  = 


1 

2\J~EG 


on  totes  les  funcions  de  la  dreta  son  funcions  de  (u,v):  E 
tenirn 


E(u,v),  etc. 


dw 


дА  дВ 

-{дг 7'Ж)ЉЛЉ 

G„ 


+ 


\2  VegJ^ 

—  I\  V EGdu  Л  dv 


2 у/Еб) , 


du  Л  dv 


Per  tant,  per  definicio  d’integral  de  forrnes,  l’expressio  14.4.2  per  a  ip*(dS ) 
i  cl  teorema  de  Stokes  tenim 


JCdS  = 


<p*(JCdS) 

K  V  EGdu  Л  dv 


/Т' 


—  duj  =  —  LV 

Јт'  ЈдТ' 


(18.3) 


on  T'  es  el  “triangle”  a  U  tal  que  p(T')  =  T. 

Siguin  aj(s)  parametritzacions  per  l’arc160  dels  costats  de  T' .  Les  corbes 
7 i(s)  =  <^(aj(s))  son  parametritzacions  dels  costats  de  T. 

Tenint  en  compte  (18.2)  sobre  cada  costat  del  triangle  tenim 


E  / 

i= 1 

\  “  ei(s))ds 

Г=1  dli 

/  kgds  —  /  ddi- 

Јдт  i=1  Jli 


160Com  abans  denotem  per  comoditat  tots  els  parametres  arc  per  s,  encara  que  corres- 
ponen  a  tres  corbes  diferents. 
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on  hem  posat  k9i  per  referir-nos  a  la  curvatura  geodesica  del  costat  г  i  dOi  = 
6*'(s)ds.  Substituint  aquest  valor  a  (18.3)  tenim 


&i(B)  —  Oi(A) 
в2(С)-в2(В) 
в,(А)-в,(С) 


I  d0  =  (0з (A)  -  в,(А))  +  (e,(B)  -  92(B))  +  (92(C)  -  93(C)) 

дТ 


Sumant 
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I  mirant  la  figura 


dO  =  (— (vr 


Л))  +  И* 


B))  +  (C  +  n) 


A  +  B  +  C-  тг. 


I  per  tant,  substituint  aquest  valor  a  (18.4),  tenim 


A  +  B  +  C-  7г- 


□ 


18.2  Gauss-Bonnet  per  a  regions  amb  vora 

Teorema  18.2.1  Sigui  R  ипа  regio  de  l’espai  amb  vora  diferenciable  a  trogos. 
Llavors 

k 

[  К  +  [  кд  +  У2а{  =  27г x{R), 

JR  J  8R 

оп  son  els  angles  externs  (orientats)  en  els  vertezs  de  la  vora  i  x(R)  es  la 
caracteristica  d’Euler  de  R. 

Demostracio.  Dividim  la  regio  en  triangles  interiors  geodesics161  i  altres 
triangles  amb  dos  costats  geodesics  i  un  formant  part  de  la  frontera.  Aplicant 
el  teorema  del  defecte  a  cada  triangle  i  sumant  tenim 


2тг Vi  +  тгК1  -  Сп  +  У2  6i 

i 


(18.5) 


on  Vi  es  el  nombre  de  vertexs  interiors,  V)  es  cl  nombre  de  vertexs  a  la 
frontera  que  no  son  vertexs  de  la  vora,  C  es  el  nombre  de  triangles  i  la  surna 
esta  estesa  als  vertexs  de  la  vora.  Cada  6i  es  la  surna  dels  angles  dels  triangles 
de  la  triangularitzacio  que  coincideixen  en  el  i-essim  vertex  de  la  vora. 

Tal  com  es  veu  a  la  figura  els  0*  coincideixen  amb  suplementaris  dels 


161  Per  a  la  demostracio  no  cal  que  siguin  geodesics,  ho  faig  per  simplificar. 


416 


Agusti  Reventos 


angles  exteriors  orientats,  Oi  =  тт  —  ац,  ja  que,  per  exemple,  en  el  punt  A, 
ал  =  тг  —  A  =  7г  —  6a,  i  en  el  punt  B ,  degut  a  que  la  orientacio  es  la  oposada, 
ав  =  —  (тг  —  B)  =  B  —  п  i  6 в  =  2тг  —  В  =  ћ  —  (В  —  7г)=7г  —  ав- 
Per  tant,  denotant  V2  el  nombre  de  vertexs  de  la  vora,  tenim 

b? 

Y  9i  =  _  “0  =  nVe  ~Yai 

i  i  2—1 

Per  tant,  (18.5)  queda 


b2 

27rVj  +  irV}  —  Стт  +  ttV2  —  a^ 

2—1 

V? 

2тт  Vi  +  ttV£  —  Стт  — 

2—1 


La  integral  de  la  curvatura  geodesica  sobre  la  vora  dR  vol  dir  la  suma 
de  les  integrals  de  kg(s)  sobre  cadascuna  de  les  corbes  diferenciables  en  que 
descompon  OR. 

Si  pensem  que  cada  aresta  lio  es  de  dues  cares,  excepte  les  de  la  frontera, 
tenirn 
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ЗС  =  2A  -  Ae  =  2A  -  14 

on  A  es  el  nombre  d’arestes,  Ae  es  el  nombre  d’arestes  sobre  la  frontera,  i  Ve 
es  cl  nombre  de  vertexs  sobre  la  frontera.  Com 

C  +  V-A  =  X(R) 


Per  tant 


es  a  dir 


C  +  V  - 


3(4  +  14 
2 


x(R), 


2V-C-Ve  =  2x(R), 


o 

2Ц  +  Уе-С  =  2X(R). 


Substituint  a  (18.5),  tenim  el  resultat.  □ 

Observem  que  si  R  es  una  regio  amb  vora  diferenciable,  llavors 


K 


kg  =  2п, 


JR  JdR 

Exercici  18.2.2  Comprovem  Gauss-Bonnet  en  un  casquet  esferic. 

L’area  d’el  casquet  esferic  delimitat  pel  paraMcl  de  radi  r  a  l’esfera  de  radi 
R  es 


A  =  2nR2(l  —  cos  tp),  on  sin<£> 
Per  tant,  com  K  =  1/i?2, 


r 

R' 


KdS  =  2тг(1 


IR 


COS  Lp). 


Per  altra  banda  la  curvatura  geodesica  del  paral-lel  es  pot  calcular  o  be 
analfticament  o  be  amb  cl  segiient  argument:  La  curvatura  geodesica  del 
paraMel  en  un  punt  P  es  igual  a  la  curvatura  en  P  de  la  corba  plana  que 
s’obte  en  projectar  el  paraMcl  sobre  cl  pla  tangent  a  l’esfera  en  P.  Vegeu 
seccio  11.1.1. 

Aquesta  projeccio  es  una  el-lipse  de  semieixos  a  =  r  costp,  b  =  r,  com  es 
veu  directament  a  la  figura. 
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Pero  tothom  sap  que  la  curvatura  de  l’cHilpse  de  semieixos  a,  b  en  el  vertex 

corresponent  al  punt  P  es  k  =  — .  Per  tant 

b2 

cos  <p 


I 


Es  a  dir 


2ттг  ■ 


cos  <p 
r 


2n  cos  <p 


2ћ  — 


k 


gi 


com  voli'em  veure. 


Capitol  19 


Repere  mobil 


19.1  Referencies  ortonormals  a  М3 

Seguirem  O’Neill  [25].  Un  punt  de  vista  similar  cl  podeu  trobar,entre  d’altres, 
al  llibre  de  H.  Cartan  [6]. 

Siguin  Ei,  E2,  E3  tres  camps  de  №3  tals  que  per  a  cada  punt  p  G  №3, 
(Ei(p),  E2(p),  E3(p))  es  una  base  ortonormal. 

Com  cada  Ег  es  una  aplicacio  Ег  :  №3  — >  №3,  la  seva  diferencial  es,  en 
cada  punt  p  G  №3,  raplicacio  lineal 

dEi(p)  :  №3  — >  №3 
donada  per  la  matriu  jacobiana. 

Per  tant,  per  a  cada  v  G  №3,  dEi(p)(v),  que  escriurem  dEi(p-,v),  es  un 
vector  de  №3  i  es  pot  escriure  doncs  com 

з 

dEi(p;v)  =  ^^ujj(p;v)Ej(p). 

5= i 

Per  simplificar  la  notacioi  degut  a  que  es  clar  que  els  camps  s’apliquen  a  un 
punt  i  les  forrnes  a  un  punt  i  un  vector,  l’anterior  calcul  s’escriu  simplement 
com 


dE,  =  шј  Ej 

amb  el  conveni  de  sumacio  d’Einstein. 
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Aquest  es  el  punt  central  del  rnetode  de  la  referencia  mobil:  escriure  les 
derivades  dels  vectors  de  la  base  en  termes  de  la  prdpia  base. 

Observem  qne  les  ш\  son  1-formes  ordinaries,  en  el  sentit  de  qne  son  a 
valors  reals.  Es  dinen  formes  de  connexio. 

Com  (Ei,  E-2,  E3)  es  una  base  ortonormal  tenim  qne 

Uifav)  =  (dEi(p-,  v),  Еј{р)) 
qne  pels  motins  ja  exposats  escrivim  com 

ui  —  (dEi,  Ej). 

Denotarem  per  (61,62,63)  la  base  dual  de  la  base  de  camps  (E\,E2,  E3). 
Es  a  dir,  son  les  1-formes  definides  per  la  condicio 

6i(p;Ej(p))  =  Sij,  p  G  №3, 


qne  escriurem  nomes  com 


6i(Ej)  =  бГј. 


Teorema  19.1.1  Les  formes  de  connezio  son  antisimetriques,  es  a  dir 


Demostracio.  Com 

(■ ЕГ,Еј )  =  0 

Гехегскп  19.5.1  ens  diu  que 


(0,  0,  0)  —  E(  ■  dEj  +  Ej  ■  dEi. 

que,  en  aplicar-ho  a  un  punt  p  6  R3  i  a  un  vector  (6R3  ens  dona 


0  =  Е\(р)-аЕ3(р-,о  +  Е](р)-аЕг(р-б) 

=  ( Ei(p),dEj(p-,f ))  +  (. Ej(p),dEi(p-,i :))  =Wj(p;Š)  +wf(p;£), 


com  volfem.  □ 
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Teorema  19.1.2  (Calcul  de  les  formes  de  connexio)  Sigui  A  lamatriu 
del  canvi  de  base  entre  la  base  (Ei,  E2,  Е3)  i  la  base  сапдпгса  (е\,е2,ез),  es 
a  dir, 

(a\  al  аз  \  3 

ai  «2  «3  >  Ег  =  У2а1еј- 

af  af  «3  J  j=i 

Llavors  les  formes  de  connexio  estan  donades  per 

uJi=Yl  dai  '  a)  =  Y  dai  '  Ик- 

fc=i  fc=i 

Observacio.  Matricialment  el  teorema  diu  que 

ш  =  dA  ■  Al, 


Observem  com  a  la  practica,  en  el  moment  que  coneixem  la  base  de  camps, 
i  per  tant  A,  obtenim  les  formes  de  connexio  amb  un  sirnplc  producte  de 
matrius. 

162La  base  canonica  es  constant,  e, (p)  =  e*,  i  te  doncs  derivada  zero. 
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Nota  19.1.3  Amb  el  conveni  de  notacio  que  ja  hem  comentat,  de  no  escriure 
ni  punts  ni  vectors,  l  ’anterior  calcul  s  ’escriu  simplement  com 

з  з 

4  =  =  (£>?«*,  I>;er} 

fc=l  r= 1 

з  з 

k,r=  1  k=  1 

Teorema  19.1.4  (Equacions  d’estructura)  Sigui  (E\,  E^,  E%)  una  referencia 
ortonormal  de  camps  amb  base  dual  (9 1,62,63)  i  formes  de  connexio 
Llavors 

1)  [Primeres  equacions  d’estructura] 

з 

d9i  =  ^2^  Авк,  i  =  1,2,3. 

k= 1 

2)  [Segones  equacions  d’estructura] 

з 

M  ш*  л  шк’  2’ 3- 

к= 1 


Observacio.  Observem,  abans  de  comengar  la  demostracio,  qne  les  dnes 
equacions  d’estrnctnra,  en  notacio  matricial,  s’escrinen  simplement  com 


d,9  =  uj  Л  в 
du  =  uj  Л  uj 

i  el  prodncte  ‘wedge’  Л  es  cl  prodncte  ordinari  de  matrins,  pero  com  les 
entrades  de  les  matrius  que  estem  multiplicant  son  1-formes,  les  multipliquem 
amb  el  producte  exterior. 
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Demostmcio  de  1а  рггтега  equacio  d  'estructura.  La  igualtat  Ег  = 
implica 


вг  =  a^dxk 


k= 1 


propietat  estandard  de  les  bases  duals. 
Per  tant, 


d9i  =  da!l  Л  dxj< 


k= 1 

it 


La  igualtat  matricial  cu  =  dA  ■  A *,  junt  amb  cl  fet  de  que  Аг  ■  A 
dona 

dA  =  ш  ■  A, 


o,  equivalentment 


Substituint, 


dal  = 

k= 1 


3  3  3  3 

ddi  =  cjf  a{)  Л  dxj  =  EE  taf  Л  a{,  dxj 

j= 1  /с=1  Ј  =  1 

3  3  3 

=  ч* л  ai  (1хз  =  л 

/с=1  Ј  =  1  /с=1 

Demostracio  de  la  segona  equacio  d’estructura.  Com 

з 

W  =  ^dariW]i 

r=  1 


i  d2  =  0,  tenim 


з 

dui  =  —  da[[da*]^. 

Г=1 


Per  altra  banda  observem  que  la  igualtat 


ELi  a*fcefc 


=  Id  ens 


dA  ■  A'  +  A  ■  dA'  =  0 
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ens  diu  que  cl  terme  (k,j)  de  dA-A *  es  igual  a  menys  cl  terme  (k,j)  de  A-dA , 
es  a  dir, 

з  з 

dakiatYs  =  ~J2  akidat]l- 

S=1  S=1 

Aixi, 


d<[af;j  Л 

3  3  3 

=  -  E  ( E  љ< ) л  ia‘t  ( E  “žMi) 

fc=l  Л  r=  1  Л  Л  S=1  л 

3 

-  -  V  clor  Л  ИЈаЈМј 

3 

=  —  dal  Л 

r,s=l 

3 

=  —  ^  dal  Л  [da^ 


i  per  tant  dcoj  =  caf  Л  шЈк  com  volicm.  □ 


19.2  Referencies  mobils  adaptades  a  superffcies 

Donada  una  superficie  orientable  S  direm  que  una  referencia  mobil  (E\ ,  E2,  Е%) 
definida  en  un  obert  de  №3  que  contingui  S  es  adaptada  a  la  superffcie  si 

Ез(р)  =  v(p),  P  e  S 

on  v  es  el  carnp  unitari  normal  a  S  que  la  orienta. 

Recordem  que  nornes  considero  cl  cas  de  referencies  ortonormals  de  ma- 
nera  que  E\  (p),  E2(p)  es  una  base  ortonormal  (positiva  ja  que  cl  seu  producte 
exterior  es  E3(p))  de  l’espai  tangent  TP(S) a  la  superffcie  en  p. 

Donada  S  orientada  per  v  podern  prendre  una  base  ortonormal  local  de 
camps  E\,  E2  definida  a  S  i  estendre-la  a  un  petit  obert  que  contingui  S 
definint 


Ei(q)  =  Ei(p),  г  =  1,2,3 
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per  a  tot  q  de  la  normal  a  S  per  p,  molt  proxim  a  p.  No  detallcm  aquesta 
construccio. 

Les  formes  de  connexio  i  la  base  dual  d’una  referenc-ia  adaptada  (Ei,  E2,  E%) 
es  consideren  sempre  restringides  a  la  superffcie,  es  a  dir  actuen  unicament 
sobre  punts  de  la  superficie  i  sobre  vectors  tangents  a  la  superficie  en  aquest 
punt. 

Aquestes  restriccions  les  denotem  igualment  вг  i  ој\. 

Teorema  19.2.1  Sigui  (Ei,  E2,  E3)  una  referencia  adaptada  a  S.  La  seva 
base  dual  (в\,в2,в3)  i  les  formes  de  соппехго  ui\  compleixen  les  equacions 
d  ’estructura  segiients: 

d6 \  =  ui\  Л  в2 

d62  =  ш\  Л  6\ 

0  =  Л  6  \  -|-  ш3  Л  62 
du\  =  ш^  Л  ш3 

du\  =  ш\  Л  ш^ 

du2  =  ш\  Л  ш\ 

Demostracio.  Conseqiiencia  directa  de  les  equacions  d’estructura  19.1.4  i  del 
fet  de  que  63  =  0  ja  que  (la  restriccio)  nornes  actua  sobre  vectors  tangents  a 
S.  En  efecte,  com  ш\  —  0,  i  =  1,  2,  3  tenim 

dd\  =  Ш\  Л  в\  T  Ш\  Л  62  -f-  Л  63  =  Ш\  Л  в2. 

dd2  =  ш\  Л  6\  Т  сј'\  Л  62  Т  ш\  Л  63  =  ш\  Л 

=  c<q  Л  c<q  Т  c<q  Л  cn^  Т  L0\  Л  cn^  =  tn^  Л  tn^ 
dtn^  =  Ш\  Л  tn^  Т  c<q  Л  tn^  Т  tn^  Л  cTj  =  c<q  Л  tn^ 

6ш\  =  6^2  л  СПј*  Т  0j\  Л  tu?2  +  Л  tu|  =  6^2  Л  ш\ 

Finalment  observem  que  pel  fet  de  ser  63  =  0  sobre  la  superffcie  tambe 
tenim  d,63  =  0  sobre  la  superffcie.  En  efecte,  si  (U,  ip)  es  una  carta  local,  es 
clar  que  <p*63  =  0  i  com  la  diferencial  commuta  amb  el  pull-back,  tenim  que 

0  =  d<p*63  =  <p*d63 


i  per  tant,  d,63  restringida  a  la  superffcie  es  zero.  Vegeu  tambe  l’exercici 
19.5.2. 
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Per  tant 

0  =  dd 3  =  CUg  Л  Q\  -f"  CUg  /\  д 2 .  □ 

Teorema  19.2.2  (Endomorfisme  de  Weingarten)  Les  formes  duals  i  les 
formes  de  connexio  d’una  referencia  adaptada  a  una  superficie  compleizen 
que 

1)  duj\  =  -Кв\  Л  в2 

2)  Л  в2  +  di  Л  ul  =  2Hdi  Л  в2 

оп  К  es  la  curvatura  de  Gauss  i  H  la  curvatura  mitjana. 

Demostracio.  La  observacio  fonamental  es  que  encara  que  Af  no  estigui 
definida  en  un  obert  de  №3  es  complcix  que 

dAf(p-,  0  =  dE3(p,  f),  pe  S,fe  Tp(s ) 

ja  que  aquuest  valor  es,  en  ambdos  casos, 

4  *ш) 

dtt= o 

on  7 (t)  es  una  corba  sobre  S  amb  7(0)  =  p  i  7'(0)  = 

Recordem  que  l’endomorfisme  de  Weingarten  Wp  =  —dj\fp  es  un  endo- 
morfisme  de  TpS  i  per  tant  podem  escriure, 

Wp(Et(p ))  =  а]Ег(р)  +  а2ГЕ2(р),  i  =  1,  2 

i  podern  calcular  a\  posant 

al  =  ( WP(Ei (p) ) ,  Ej (p))  =  -  ( <Ш(р ;  Ei (p) ) ,  Ej (p) ) 

=  -  (( dE3  (p;  Et  (p) ) ,  Ej  (p) )  =  -ш33  (p;  ЕГ  (p) ) 

Si  pensem  que  p  varia  el  que  hem  vist  es  la  igualtat  funcional 

al  =  ~u3(Ef). 

Per  tant,  la  matriu  de  l’endomorfisme  de  Weingarten  en  la  base  (E\,E2), 
en  cada  punt  p  que  orneto  per  simplificar  notacio  es 

(  МШ  -ш\(Е2)  \ 

\  -ul(Ei)  -ul(E2)  ) 


W 
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Per  tant 

K  =  det  W  =  ul(Ei)col(E2)  —  uj\(E2)uI(E\)  =  (w3  Л  uj%)(Ei,  E2) 

=  —(ufAul)(Ei,E2) 

=  —duil(Ei,E2), 

que  prova  la  primera  igualtat  del  teorema. 

Analogament, 

2H  =  —c o^(Ei)  —  u>l(E2)  =  (cof  Л  в2  +  в\  Л  uY,)(E\,  Е2) 
que  prova  la  segona  igualtat  del  teorema.  □ 

19.3  Referencies  mobils  adaptades  a  corbes 
sobre  superficies 

Repetim  l’exercici  11.10.7,  pagina  289,  en  llenguatge  de  forrnes. 

Suposem  donada  una  corba  q(s)  parametritzada  per  Гагс  sobre  una  su- 
perffcie  S.  A  cada  punt  de  la  corba  considerem  la  referencia  aff  ortonormal 
(q(s);  e\,  e2,  ез}  donada  per 

ei(7(^))  =  T(s)  =  Y(s) 
e2(j(s))  =  e3(j(s))  Л  e\(j(s)) 
ез(7  (s))  =  v(s) 

on  u(s)  es  el  vector  unitari  normal  a  la  superficie,  que  l’orienta.  Es  a  dir, 
u(s)  =М(ч  (s)). 

Observem  que  la  base  (e\,  e2,  e3)  es  positiva  ja  que  e\  Ле2  =  e3. 

Ara  no  es  possible  pensar  que  aquesta  referencia  es  la  restriccio  a  la  corba 
d’una  referencia  definida  sobre  un  obert  de  №3.  No  tenirn  informacio  sobre 
els  punts  de  la  superffcie  que  no  estan  a  la  corba. 

Е1  que  farem  sera  agafar  una  referencia  mobil  sobre  S  i  relacionar,  sobre 
els  punts  de  q(s),  les  dues  referencies  (ei,e2,e3)  i  (E\,E2,E3). 

Les  formes  de  connexio  cuj  i  les  forrnes  duals  6г  fan  referencia  doncs  a 
(E\,  E2,  E3). 

Com  e3  =  E3,  tenim  que  sobre  els  punts  de  q(s) 

ei  =  (cos  cp)  E\  +  (sin  cp)E2 
e2  =  -(sin^)E'i  +  (cos^)^ 
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Explicitem  la  dependencia  de  s  de  la  primera  equacio, 

T(s)  =  (cos<^(s))Ei(7(s))  +  (sin^(s))E2(7(s)) 

i  derivem  (ometem  la  dependencia  de  s) 

kN  =  (—</?'  sin  </?)£?!  +  ((p'cosip)E2 

+  cos  y[ul(T)E2  +са^(Г)Ез]  +  svnip\u)\(T)E\  +са2(Г)Г'з] 

Per  definicio  de  curvatura  geodesica  tenirn 

kg  =  (kN,e2)  =  v'  +  u{(T). 

Aqnesta  igualtat  es  pot  escriure  com  una  ignaltat  de  1-formes  a  l’interval 
/  C  №  de  definicio  de  la  corba  7(5).  Concretament, 

7*0^  =  (kg  —  (p')ds.  (19-1) 


19.4  Gauss-Bonnet 

Ens  limitem  al  cas  de  dornini  amb  vora  diferenciablc  ja  que  l’estudi  del  cas 
diferenciablc  a  trogos  seria  repetir  els  arguments  de  la  pagina  415. 

Teorema  19.4.1  Sigui  R  una  regio  de  Tespai  simplement  соппеха  amb  vora 
diferenciable.  Llavors 

/  K  dS+  kgds  =  2n. 

J  R  JdR 

Demostracio.  Pel  teorema  de  Stokes  i  la  primera  equacio  d’estructura  tcnim 


/  KdS  =  /  Кв\  Л  в2  =  -  I  du’l  = 
'  R  J  R 


сл . 


J  R  JdR 

Aplicant  ara  la  definicio  d’integral  i  la  rclacio  (19.1)  tenim 


-  cuf  =  -  7*cUi  =  -  /  (k g  p')ds  =  -  kgds  +  <p(L)  -  </?(0). 

JdR  J I  J I  JdR 

Com  podem  pensar  qne  la  corba  es  la  imatge  per  una  carta  local  d’nna 
corba  tancada  i  simple,  p(L)  —  </?(0)  =  2ћ,  i  tenim  el  resnltat.  □ 
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19.5  Exercicis 

Exercici  19.5.1  Siguin  X,Y  :  №3  — »  №3  dos  camps  de  №3  i  considerem  la 
funcić  h  :  №3  — »  №  donada  per 


h  —  {X,  Y). 

Per  cada  p  e  №3  pensarem  X  (p)  i  Y(p)  com  vectors  columna  (matrius  de 
tres  files  i  una  columna). 

Demostreu  la  igualtat  matricial 

dh  =  ХГ  ■  dY  +  Yl  ■  dX. 


Solucio.  Com 


KxiViz)  =  ^2Xi(x,V,z)Yi(x,y,z) 


2—1 


tenim 


д  h 
дх 


£ 

2—1 


дХј 

дх 


д  Y 


i  analoaament  per  a  Џ-  i  P. 

°  г  оу  oz 

Per  tant  es  clar  que 


дх 


дХ 


д  У. 


^  +  Xt-h  =(—,Y)  +  (X,—). 


дх 


дх 


+  (  П  ^2  Y3  ) 


/  3Y, 

0+ 

д¥г 

\ 

дх 

дц 

dz 

д+2 

dY2 

) 

дх 

ду 

dz 

0+3 

д+з 

dY3 

\  дх 

ду 

dz 

) 

/ 

дХ i 

дХ i 

дХ, 

\ 

дх 

дХ2 

ду 

дХ^ 

dz 

дХ2 

V 

дх 

дХ3 

ду 

дХз 

dz 

дХз 

) 

дх 

ду 

dz 

Exercici  19.5.2  Considerem  la  superficie  S  donada  per  f(x,y,  z)  =  0.  Cal- 
culeu  la  1-forma  в3  corresponent  a  una  referencia  adaptada  (Е3,  E2,  E3)  i  la 
seva  diferencial. 

Solucio.  Sabem  que 


E,  = 


II  grad  /|| 


grad  /  = 


(fx,fy,fz) 

II  grad/|| 
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Considerem 


Llavors 


0з  = 


||  grad/|| 


( fxdx  +  fydy  +  fzdz). 


03(E3)  = 


|2'(/®  +  fy  +  fz)  —  1- 


II  grad /||; 

A  mes,  TP(S )  esta  generat  per  u  =  (fy,  —fx,  0),v=  (fz,  0, -fx)  i 

03 H  =  fxfy  -  fyfx  =  0,  03 (v)  =  fxfz  -  fzfx  =  0- 

Per  tant,  в3  aixi  definit  es  la  tercera  component  de  la  base  dnal  de  (E±,  E2,  E3) 
Es  facil  veure,  per  Schwarz,  que 


d(fxdx  +  fydy  +  fzdz)  =  0 


de  manera  que 

d,93  =  d.a  Л  (fxdx  +  fyd,y  +  fzdz) 

Per  tant,  com  93  =  0  sobre  S,  d,93  = 
com  forrna  de  №3). 


1  1 

da  Л  -03,  a  =  ^ - ј-гтт 

a  ||  grad/|| 


0  sobre  S  (en  canvi  93  no  es  tancada 


Capitol  20 

Calcul  vectorial  classic 

20.1  Formes  associades  a  un  camp 

Defmicio  20.1.1  Sigui  X  :  U  C  M3  — >  M3  un  camp  vectorial  diferenciable 
definit  sobre  un  obert  U  de  M3. 

a)  La  1-forma  diferencial  associada  a  X  es  la  1-forma 

ax  '■  U  — »  A3(M3)* 

donada  per 

ax(P)(v)  =  (Xp,v)i  PeU,veR3. 

b)  La  2-forma  diferencial  associada  a  X  es  la  2-forma 

ujx  :  U  — >  Л2(М3)* 

donada  per 

ujx(P)(v ,  w)  =  (XP,  v  Л  w)  =  det(Xp,  v,  w),  P  £  U,  v,  w  £  M3. 
Observem  que  si  pensem  les  1-formes  actuant  sobre  carnps, 

ax(Y)  =  (X,Y) 

amb  X,  Y  £  X(U). 
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Si  pensem  les  2-formes  actuant  sobre  parelles  de  camps 


wx(Y,  Z )  =  det(X,  Y,  Z ) 


amb  X,  Y,  Z  E  X(U). 

Expressio  en  coordenades.  Escrivim 


д  д  д 

х  =  х1-  +  х2—  +  хг- 


-  r\  1  Z  r\  1  O  л  • 

ОХ  i  <ЈХ  2  (УХ3 

Com  ах  es  una  1-forma  sabern  que 

ах  =  a±dxi  +  a2dx2  +  a3dx3 

amb  a*  funcions  sobre  U,  i  aixf 

а’ =  ax(i^]  = <x’  =  Аг 

Resumint 


o  v  —  A .\dx\  +  A2dx2  +  X3dx3. 

Podern  dir,  doncs,  amb  certa  imprecisio,  que  la  1-forma  associada  a  un 
camp  es  la  1-forma  que  te  les  mateixes  components  que  el  camp. 

Com  шх  es  una  2-forma  tenirn  que 


ах  =  b\dx2  Л  dx3  +  b2dx3  Л  dx\  +  b3dx\  Л  dx2. 
i  aixf,  utilitzant  permutacions  cfcliques  a  Z/(3), 


bi  —  a>x( 


д 


д 


dxi+1  ’  дх. 


i+ 2 


=  (X, 


дх 


д  д 
л 


i+ 1 


дх. 


г+2 


>=<а'4>=а- 


Resumint 


шх  =  X3dx 2  Л  dx3  +  X2dx3  Л  dx i  +  X3dx i  Л  dx2. 

Podem  dir,  doncs,  amb  certa  imprecisio,  que  la  2-forma  associada  a  un 
camp  es  la  2-forma  que  te  les  mateixes  components  que  el  camp. 

Observeu  l’ordre  en  la  base  de  2-formes:  dx2  Л  dx3,  dx3  Л  dx i,  dx\  Л  dx2. 
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20.2  Integrals  de  lrnia 

Defmicio  20.2.1  Sigui  C  ипа  l-subvarietat  orientada,  compacta,  amb  vora 
de  №3  i  X  un  camp  de  №3  definit  en  un  entorn  obert  de  C .  La  integral 


es  diu  integral  de  linia  o  circulacio  del  camp  X  sobre  C . 

Per  que  aquesta  integral  tingui  sentit  hem  de  suposar  supp  ax  П  C  es 
compacte. 

Proposicio  20.2.2  Sigui  C  una  1-subvarietat  orientada,  compacta,  amb  vo- 
ra  de  №3  i  X  un  camp  de  №3  definit  en  un  entorn  obert  de  C .  Sigui  7  : 
[a,  b]  — »  №3  una  parametritzacio  de  C  que  conserva  orientacions.  Llavors 

f  <*x  =  [  (x(7(t)),7'(t))dt 
JC  Ja 

Demostracio.  Tenim 

/  (*x  =  /  7*(ax)  =  [  ax(l(t))(^r)dt  =  /  {X(7(t)),7'(t))dt.  □ 

JC  J[a,b]  Ja  al  Ja 

La  igualtat  (1)  es  la  Definicio  17.3.3,  i  el  fet  de  que  7  conserva  orientacions. 
Observem,  doncs,  que  la  integral 

/  (X(l(t)),7'(t))dt 

J  a 

110  depen  de  la  parametritzacio  positiva  de  7 (t),  ja  que  es  igual  a  la  integral 
de  ax  sobre  C.  N0  obstant,  si  canviem  la  orientacio  de  7 (t)  aquesta  integral 
canvia  cl  signe. 

Escriurem,  per  simplificar  i  recordar  facilment  el  resultat  de  la  Proposicio 
anterior,163 

163Podem  generalitzar  la  definicio  14.3.1  de  formes  sobre  superfi'cies  a  formes  sobre  corbes. 
Llavors  ( X ,  T)  dt  es  una  1-forma  sobre  C,  ( X ,  T)  es  una  funcio  sobre  C  essent  T  el  vector 
tangent  unitari,  i  ds  es  l'element  de  longitud  (eciuivalent  de  l’element  d’area),  es  a  dir  una 
1-forma  que  val  1  sobre  T. 
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fc  =  fc(X,  T)  dt 


Exemple  20.2.3  Donat  el  camp  X  =  (—y,0,z)  de  №3  calculeu  la  circulacio 
al  llarg  de  la  circumferencia  C  de  radi  1  i  centre  l’origen  del  pla  z  =  0. 

Solucio.  L’enunciat  no  ens  especifica  la  orientacio  de  C.  Nornes  observem 
que  segons  com  la  parametritzem  ens  canvia  el  signe  del  resultat. 

Si  parametritzem  C  per 

7 (t)  =  (cost,sint,  0) 


tenim 


-2тт 


с2ћ 


ax  = 


(X(7(f)),7' (t))  dt  =  /  ((—  sinč,  0,  0),  (—  sinč,  cost,  0))  dt 


'  c 


-2тг 


sin"  tdt  =  7Г. 


Si  fem  un  canvi  de  variable  t  =  t(s),  amb  t(s i)  =  0  i  t(s2)  =  27г,  tenim 


ax  = 


'c 


[si,S2] 


[si,S2] 


(X(7(t(s))),y(t(s)))|t'(s)|ds 

] 

((—  sint(s),  0,  0),  (—  sinf(s),  cosf(s),  0))  |^(в)|  ds 


[si,S2] 


sin2f(s)  |tr(s) |  ds  =  ±7г. 


Observem  que  cl  signe  de  t'(s)  no  varia,  ja  que  per  ser  clifeomorfisme 
t'(s)  ±  0. 


Proposicio  20.2.4  Un  camp  X  definit  en  un  obert  соппех  U  de  №3  te  la 
propietat  de  que  la  seva  integral  de  Imia  nomes  depen  dels  punts  inicial  i 
final  de  la  corba  si  i  nomes  si  aquest  camp  deriva  d  ’un  potencial. 

Demostracio.  Suposem  primcrament  que  X  deriva  d’un  potencial,  es  a  dir, 
existeix  una  funcio  diferenciablc  definida  a  U  tal  que  X  =  V/.  Sigui  7  : 
[a,  b]  — >  №3  una  corba  diferenciable.  Llavors 

[  olx=  [  ((V/)(7(t)),7'(t))dt  =  [  -rf(^(t))dt  =  /(7(6))  —  /(7(a)). 

J7([a,6])  J  a  Ja 


Geometria  Diferencial  Classica 


435 


resultat  que  depen,  doncs,  nomes  de  7 (а)  i  7 (b). 

Suposem  ara  que  la  integral  de  lmia  de  X  al  llarg  de  qualsevol  corba 
depen  nornes  dels  punts  inicial  i  final  d’aquesta  corba.  Sigui  O  e  U .  Per 
cada  х  e  U  definim 

F(x)  =  [  ( X ,  T)dt 

Jc 

on  C  es  qualsevol  corba  continguda  a  U  que  uneix  O  amb  х,  es  a  dir,  existeix 
7  :  [а,  b]  — *  U  tal  que  C  es  la  traga  de  7,  amb  7(0)  =  O  i  7 (b)  =  х.  Llavors 
T  =  a'{t). 

F  esta  ben  definida  ja  que  cl  valor  d’aquesta  integral  110  depen  de  la  corba 
elcgida,  que  vagi  de  O  a  х. 

Estudiem  les  derivades  parcials  de  F. 


д F  F(x  +  h,  у,  z)  —  F(x,  у,  z) 

-crOf  У,  z)  =  lim - - - 

дх  o  h 

Prenem  com  corba  de  O  a  (х  +  h,  у,  z)  la  corba  que  haguem  agafat 
previament  de  O  a  (х,  у,  z)  seguida  de 

cr(t)  =  (х  +  ht,  y,z),  t  G  [0, 1]. 

Llavors  la  diferencia  d’integrals  que  apareix  en  estudiar  cl  numerador 
anterior  es  redueix  a 


i  per  tant 


(X(a(t)),  (h,  0, 0))dt  =  /  X\ (a(t))hdt 


f(X,y,z)  =  fJ°X'(f)hdCxl(x,y,z) 


Analogament  es  demostra  que 


dF  dF  _ 

~X~  —  А2’  ~Т~  ~~  A3- 
ду  dz 


Es  a  dir, 


X  =  VF.  □ 


Observem  que  aquesta  demostracio  dona  el  rnetode  per  construir  cl  po- 
tencial  del  qual  deriva  el  camp  (sernpre  que  aquest  camp  tingui  la  propietat 
de  quc  lcs  seves  integrals  de  Knia  nomes  depenguin  dels  punts  inicial  i  final). 
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Observem  tarnbe  que  X  deriva  d  ’un  potencial  si  i  nomes  si  ctx  es  exacta, 
ja  que 


X  =  V/  ^  a  v  =  df. 


20.3  Integrals  de  superffcie 


Definicio  20.3.1  SiguiM  una  2-subvarietat  orientada,  compacta,  amb  vora 
de  №3  i  X  un  camp  de  №3  definit  en  un  entorn  obert  de  M .  La  integral 


Шх 


es  diu  integral  de  superficie  o  flux  del  camp  X  sobre  M . 

Per  que  aquesta  integral  tingui  sentit  hem  de  suposar  supp  u>x  П  M  es 
compacte. 


Proposicio  20.3.2 

Llavors 


Sigui  X  un  camp  diferenciable  sobre  una  superficie  S . 


cox=  (X,M)dS, 


on  Af  es  el  camp  normal  a  S . 


Demostracio.  Suposarem,  per  simplificar,  que  виррса.уПб1  C  (p(U)  on  ( U,(p ) 
es  una  carta  local. 

Llavors 


/  Шх  —  (р*(шх) 

>ip{U)  Ju 

f  д(р  др 

/  det(A  o  (n  — -  — - )du  av. 

I  jj  ču  čv 

(<А' AA*1*’ 


{ X,M)dS . 


□ 
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Observem  que  tant  dS  com  (. X ,  J\f)  dS  son  2-formes  definides  sobre  S,  en 
principi  no  sobre  un  obert  de  M3.  Ja  hem  comentat  quc  les  podem  considerar 
aixi  ampliant  Af  via  entorns  tubulars. 


Proposicio  20.3.3  Sigui  X  un  сатр  diferenciable  sobre  una  superficie  S  i 
denotem  per  фГ  el  seu  grup  uniparametric.  Llavors 

vol(Af), 
on 

At  =  {ф3(х);х  G  S,  0  <  s  <  t). 

Demostracio.  Suposarem  S  donada  per  una  sola  carta  local  (U,ip).  Signi 

F  :  (0,t)  х  U  — »  M3 
la  carta  local  de  At  donada  per 

F(s,u,v)  =  ф3((р(и,и)). 

Е1  volum  de  At,  vol(At),  es  pot  calcular  aixi: 


vol(Af)  =  /  dx  Л  dy  Л  dz  = 

JAt 


’F((0,t)xU) 


dx  Л  dy  Л  dz 


'  (0,t)xU 


F*(dx  Л  dy  Л  dz)  =  /  /  Jf  ds  du  dv 


0  Ju 

dF  dF  8F ' 


on  JF  es  el  jacobia  de  F,  es  a  dir  JF  =  det(^,  jL,  C)L) 
Llavors 


d 

dt 


vol(At)  =  - 


t= o 


'u 


JF\t=o  du  dv. 


Recordem 


d_ 

dt 


(х)  =  Xx. 


t= o 
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Am' 


,д  F  д¥  д¥ 


Jf|*=o  —  det(—  ,-^77  ,777 

=  det( 


F ^  u  <9t  |t=o’  ди  |t=o’  (9u  |t=o 

дфј((р(и,у))  д  фј((р(и,у))  дфј(<р(и,у)) 

д  t  |t=o  ’  ди  |t=o  ’ 


dv 


|t=o 


1  ,(Y  д(р  &p 

det(X^v),  ди,  dv). 


Resumint 
d 


др  др , 


—  vol(At)  —  I  det (X^UtV),—,—)dudv=  /  шх ■  □ 


dt  £=i 


'u 


Exemple  20.3.4  Calculeu  el  flux  del  camp  X  =  (х,  0,  0)  a  traves  de  Vesfera 
S  de  centre  el  punt  (1, 1, 1)  i  radi  1.  Calculeu  el  volum  de  l’esfera  deformada 
pel  camp,  tot  comprovant  en  aquest  cas  particular  la  Proposicio  20.3.3. 

Solucio.  Nomes  hem  de  calcular 


((х,  0,0),  (х  —  l,y  —  1,  z  —  1  ))dS  = 


1  )dS. 


Observem  que  cl  camp  (x  —  l,y  —  l,z  —  l)  es  un  camp  de  №3  que  restringit 
a  S  es  el  camp  unitari  normal  exterior  a  S. 

Si  parametritzem  S  per 


х  =  1  +  sin  p  cos  в 
у  =  1  +  sin  p  sin  9 
z  =  1  +  cos  p 


f*  2n 


x(x  —  1  )dS  = 


(1  +  sin  p  cos  9)  (sin  p  cos  9)  sin  p  dp  d9 


Js  J  0  J  0 

Aquesta  integral  es  trivial  perque 


/*2тг 

Г  4 

f*2ir 

/  cosd  =  0, 

J  sin3  pdp  =  -, 

/  COS2  9  =  7Г 

/  0 

J  0 

Repetiu  aquest  problcma  quan  hagim  vist  el  teorema  de  la  divergencia. 
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Calculem  ara  el  grup  uniparametric  associat  al  camp.  Posern  <fit(x)  = 
4>(t,x)  =  (fi(t,  х),  /г(С  х),  /з(С  х)).  Hem  de  resolclre  el  sistema  d’equacions 
diferencials  (fixada  х) 

=  X  (/l)  f'2,  /з)- 

En  el  nostre  cas, 

fi  =  fi, 

/2  =  п, 

/з  =  0, 

amb  la  condicio  inicial  ff  0,x)  =  f2(0,x)  =  x2,  ,  f3(0,x)  =  x3.  Per  tant, 

4>t(x)  =  (xie*;x2,x3) 

L’esfera  deformada  pel  flux  d’quest  carnp  es  pot  parametritzar  per 
F(s,  p,  в)  =  ф^(Ч> (ip,  6))  =  ((1  +  sin</?cos#)es,  1  +  sin</?sin$,  cos+). 

Е1  Jacobia  val 

dF  dF  dF  9 

Jf  =  det(— — ,  — — ,  — — )  =  es(l  +  simpcosP)  sin2  tpcos  в. 
os  др  дв 

Aixf, 


t  /*7Г  p2tv 


vol(Af)  = 


JfJs  d(p  d0  =  ( e * 


0  Jo  Jo 


1  clarament 


d  47Г  f 

—  vol  At  =  —  =  UJX ■ 
dt  \t=o  3  Js 


20.4  Divergencia 

Defmicio  20.4.1  Donat  un  camp  de  M3,  X  =  (X\,X2,X3),  es  defineix  la 
divergencia  de  X  com  la  funcio 

,.  v ,  дх2  ,  дх3 

div  X  —  — - h  ~f - h  -j, — , 

OX\  ОХ 2  ОХ з 

on  xi,x2,x3son  les  coordenades  cartesianes  de  M3. 
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Observem  que  si  cvx  es  la  2-forma  associada  al  camp  X, 


шх  =  X\dx‘2  Л  dx:i  +  X2dx 3  Л  dx\  +  X3dx\  Л  dx2. 


llavors 


dux  =  div X  dx\  Л  dx2  Л  dx 3.  (20-1) 

Els  camps  amb  divergencia  zero  es  diuen  solenoidals. 


Proposicio  20.4.2  La  divergencia  d’un  camp  mesura  la  velocitat  de  variacio 
relativa  del  volum  del  fluid  al  voltant  d  ’un  punt.  Concretament, 


lim  d_  Уо1(фјС€) 
dt  t=Q  V0l(C€ ) 


divX(0), 


on  C€  =  (— e,e)3  es  un  petit  cub  centrat  a  l’origen  de  №3,  i  es  el  grup 
uniparametric  associat  al  camp  X . 

Demostracio.  Е1  cnb  C€,  en  el  transcnrs  del  temps  t,  s’ha  transformat  en  una 
fignra  4>t{Ce)  el  volum  de  la  qual  val  (pcl  teorema  del  canvi  de  variable) 


ио1(фГСе) 


on  rj  =  dx  1  Л  dx 2  Л  dx 3  es  l’element  de  volum  de  №3.  Pel  teorema  dcl  valor 
mitja,  existeix  un  punt  (eC£  tal  que 


ио1(фгС€)  =  Јф€(0  ■  vol(C€) 


Per  tant, 


lim  d_  уо1(ФјС€) 
dt  t=Q  V0l(C€) 


d 

dt 


ЈфА  o). 

t= 0 


Pero  aqnesta  derivada  es  jnstament 
En  efecte  utilitzant  qne 


la  divergencia  del  carnp  a  l’origen. 


дфј(х) 
dt  I  t=o 


Xx,  ф0(х)  =  х 


tenim 
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d_ 

dt 


ЈфМ  — 


t= o 


d_ 

dt 


д (f>t(x)  д <j)t(x)  дфГ{х) 
t=0  e  1  ’  дх2  ’  дхг 


I  x=0 


=  нп+v+m 


—  т  U  \““ 

dtdxi 

дх2 

’  дх3  Ј| 

x=0,t=0 

дф±(х) 

d2fit(x) 

дф^х) 

дх\ 

д  tdx2 

дх3 

x=0,t=0 

д  fit(x) 

дфг(х) 

d2fit(x) 

дх\ 

дх2 

dtdx3 

x=0,t=0 

II 

СО 

,е2,е3)  +  det(ei, 

0 

дХ 

дх2  ж=| 

,  e3)  +  det(ei,e2, 


дХ 

дх 


3  ,r=C 


Teorema  20.4.3  (Teorema  de  la  divergencia)  Sigui  M  una3-subvarietat 
compacta  orientada  amb  vora  de  №3.  Sigui  г/  =  dx i  Л  dx2  Л  ci.x'3  Velement  de 
volum  de  №3  i  Af  el  camp  normal  exterior. 

Per  tot  camp  vectorial  definit  en  un  obert  que  conte  M  es  compleiz  que 
el  flux  a  traves  de  la  vora  es  la  integral  de  la  divergencia  en  el  domini: 


di  v(X)ri=  /  cox=  (X,Af)dS. 


Јм  Јам  Јам 

Demostracio.  Conseqiiencia  de  Stokes  i  la  igualtat  20.1.  La  darrera  igualtat 
es  la  Proposicio  20.3.2.  □ 


Exemple  20.4.4  Calculeu  el  volum  d’una  esfera  de  radi  r,  Br. 

Solucio.  Apliquem  cl  teorema  de  la  divergencia  la  camp  identitat  X  = 
(; x,y,z ).  Com  div  X  =  3, 


3  гј  =  3  vol(Br)  =  /  (X,M)dS  = 


'вг 


'д(Вг) 


ld(Br) 


rdS, 


ja  que,  sobre  д (Br),  X  =  rJ\f  on  J\f  es  cl  normal  exterior  de  l’esfera.  Per 
tant, 

vol(B3)  =  -агеа(<9(Д.)). 

3 
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Exemple  20.4.5  Calculem 


on  ш  =  xdy  Л  dz  +  ydz  Л  dx  +  Л  dy  i  Sr  es  l  ’esfera  de  radi  R  i  centre 
l’origen  de  M3  (exemple  17. f.3). 

Solucio.  Com  ш  =  шх  amb  X  =  (х,  у,  z ) 


Exemple  20.4.6  (Principi  cPArquimedes)  La  forga  que  етрепу  cap  amunt 
un  cos  submergit  en  un  fluid  es  igual  al  pes  del  volum  desallotjat. 

Sigui  F(x,  у,  z)  =  (0,  0,  pz)  i  M  C  {z  <  0}  una  subvarietat  tridimensional 
compacta  amb  vora.  Е1  camp  F  es  pot  interpretar  com  la  pressio  сар  al  fons 
d’un  fluid  de  densitat  constant  p  a  {z  <  0}.  Donat  que  cl  fluid  exerceix 
pressio  en  totes  direccions,  es  defineix  l’empenyiment  a  M  exercit  pel  fluid 
com  fdMF  ■  Л fdS.  Observem  que  F  ■  J\f  es  la  component  normal  del  camp 
F. 

Pel  teorema  de  la  divergencia  l’empenyiment  es 

[  (F,  JV)  dS  =  [  div(F)ri  =  pvol(M). 

ЈдМ  J  M 

Pensem  M  com  un  subconjunt  ideal  ocupat  pel  fluid,  es  a  dir,  un  subcon- 
junt  de  {z  <  0}.  Podem  pensar  que  cl  fluid  es  en  equilibri,  de  manera  que 
cl  pes  del  volum  que  ocupa  aquesta  regio  es  pvol(M)  es  compensat  per  una 
forga  igual  i  de  sentit  contrari. 

Si  ara  canviem  aquest  volum  de  fluid  per  un  cos  amb  cl  mateix  volum  pero 
de  pes  diferent  aquest  cos  surara  o  no  en  funcio  de  si  el  seu  pes  compensa  o 
no  el  pes  del  volum  desallotjat. 

20.5  Rotacional 

Podeu  trobar  aquest  terna  molt  ben  desenvolupat  a  [5]  o  a  [11]. 

Defmicio  20.5.1  Donat  un  camp  de  №3,  X  =  (Xi,X2,Xf),  es  defineix  el 
rotacional  de  X  com  el  camp 

(дХз  _  дХ,  dXi  _  дХз  дХ,  _  дХ, 
дх2  дх3  ’  дх3  дх\  ’  дх\  дх2 
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on  х\,Х2,хз son  les  coordenades  cartesianes  de  №3. 

Hi  ha  qui  escriu 

rot  X  —  V  х  X 

ja  que  utilitzen  la  norma  mnemotecnica 


rot  X  = 


i  j  k 

д  а  а 

дх\  дх2  дхз 


|  хх  Х2  Х3  I 

Observem  que  si  ах  es  la  1-forma  associada  al  carnp  X, 


«i  =  X\dx\  +  X2dx  2  +  X3dxs, 


llavors 


i  per  tant, 


dax 


дХ3 

дх2 

дХх 

дх3 

дХ2 

дх\ 


дХ2 
дх3 
дХ3 
дх  i 
дХг 
дх2 


)dx2  Л  dx3 
)dx  з  Л  dx  i 
)dx i Л  dx 2 


dax  —  uTOtx 


Es  a  dir,  la  diferencial  de  la  1-forma  associada  a  un  camp  es  la  2-forma 
associada  al  rotacional  d’aquest  camp. 

Com  que  tota  1-forma  /3  es  pot  escriure  com 

/ 3  =  ау 

per  a  un  cert  camp  Y  (el  que  te  lcs  mateixes  components  que  /3)  tenim  que 

d.(3  =  day  =  curot  y- 

Proposicio  20.5.2  Sigui  X  un  camp  de  №3. 
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1.  div(rot  X)  =  0. 

2.  rot (V/)  =  0,  per  a  tota  funcio  diferenciable  f  :  №3  — *  №.  Recordem 

i  j-  +  ,dfdfdf 

que  el  gradient  de  j  es  V f  =  (— — ,  тг — ,  тг — J 

ОХ\  ОХ 2  ОХ з 

Demostracio.  1)  Com  dax  =  wrotx,  tenim 

0  =  đ2(ax )  =  d(u>TOtx)  =  div(rot  X)rj, 


on  rj  es  l’element  de  volum.  Per  tant,  div(rotX)  =  0. 
2)  Nomes  hem  d’observar  que 


«vj  —  df 


per  tant 

0  =  d2f  =  d(ax  j) 
Per  tant,  rot (V/)  =  0.  □ 


<^rot(V/)- 


Exemple  20.5.3  Estudieu  el  moment  angular  d’un  petit  cub  C  =  (— e,e)3 
respecte  d’un  camp  de  velocitats  Y ,  que  suposarem  lineal. 

Solucio.  Е1  moment  angular  d’una  particula  es  cl  producte  vectorial  del 
vector  posicio  de  la  particula  amb  el  seu  vector  velocitat.  Si  pensem  el  cub 
com  la  unio  dels  seus  punts  el  moment  angular  sera 


M=  (x\,  X2,  ж3)  х  Y(xi,  X2,  хз)  dx\  dx2  dx3. 

Jc 

Si  posern  Y  =  (Yx ,  Y2,  У'3)  amb 


/  ^ij  %j 


М  =  I  Cj^(x2a3jXj  -  x3 a2jXj),  У^јхза^Хј  -  xia3jXj), 
Jc  i 

—  x2a\jXj))  dx i  dx 2  dxs. 
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Tenint  en  compte  que  les  integrals  dels  productes  x,Xj,  amb  г  j,  son  zero, 
tenim 


M 


(х\а32  —  х^п2з,  х'1а13  —  х\а31,  х\а2\  —  х^а^) 


Јс 

2е3 

~3~ 

8е5 

~3~ 


(аз2  —  023,  «13 
rot  Y 


а 3i,  «2i  —  oi2)(2e)(2e) 


dx  i  dx  2  dx  3. 


Aixo  vol  dir,  que  quan  e  es  petit,  aproximant  cada  carnp  per  Taylor,  el 
rotacional  ens  dona  el  mornent  angular  per  unitat  de  volum. 


Teorema  20.5.4  (Teorema  del  rotacional)  Sigui  M  ипа  superficie  de№3 , 
compacta  orientada  i  amb  vora.  Per  tot  camp  vectorial  definit  en  un  obert 
que  conte  M  es  compleix 


^rotX 


'м 


Olx- 


Equivalentment, 


/M(rotI,Af)dS  =  Јдм (X,  T)ds, 


on  T  es  el  vector  tangent  a  la  vora  i  J\f  el  normal  a  la  superficie. 

Demostracio.  Prirner  comentem  que  la  integral  de  l’esquerra  depen  de  la 
orientacio  J\f  fixada  a  M,  i  la  de  la  dreta  te  la  orientacio  induida  a  la  vora. 
Recordem  que  aquesta  es  pot  caracteritzar  dient  que  v  e  ТР(дМ )  es  positiu 
si  v  Л  J\f  es  exterior.164 

Fets  aquests  comentaris  el  teorema  es  consequencia  directa  del  teorema 
de  Stokes  i  de  que  LOrotx  =  dax- 

La  manera  classica  d’escriure  el  teorema  del  rotacional  es 

[  (rot  X ,  J\f)dS  =  [  (X,  T)ds, 

J  М  ЈдМ 


164Aixo  equival  a  dir  que  la  base  (e,  v)  amb  e  exterior,  es  positiva,  es  a  dir,  еЛ»=  ЛЛ 
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on  ara  el  ds  de  la  dreta  es  l’element  de  lfnia  de  la  vora:  la  1-forma  que  val 
1  sobre  una  base  ortonormal,  que  en  aquest  cas  es  redueix  a  un  sol  vector, 
com  es  despren  directament  de  les  Proposicions  20.2.2  i  20.3.2.  □ 

Igual  que  passa  amb  el  teorema  de  Green  aquest  teorema  es  cert  quan  la 
vora  de  M  es  diferenciable  a  trogos.  Es  a  dir,  si  llevat  d’aquest  numero  finit 
de  punts,  дМ  es  la  unio  de  r  corbes  qr  :  Ir  — >  №3, 


^rot  X 


'  M 


(rot  X,  Af)  dS 


'м 


E  /  (Mimi'mt 

ј=г  J Ir 


Podern  donar  ara  una  segona  demostraeio  del  Teorema  de  Green,  Teorema 
17.5.1,  pagina  404. 

Corol-lari  20.5.5  (Teorema  de  Green)  Sigui  D  una  2-subvarietat  deM.2 , 
compacta  i  amb  vora.  SiguiX  =  (P(x,y),Q(x,y))  un  camp  diferenciable 
definit  en  un  obert  que  contingui  D .  Llavors 

[  (-Џ-  -  ~к~)  dx  dy  =  /  Pdx  +  Qdy 
J D  дх  ду  JdD 

Demostracio.  Pensem  №2  com  №2  х  {0}  C  №3.  I  pensem  X  =  (P,Q,  0). 
Llavors 

дО  дР 

oi  х  —  Pdx  +  Qdy,  rot  X  =  (0, 0,  — - — ) 

дх  ду 


,д  Q  дР 

^rotv  =  (vr - K~)ax  Л  dy 

дх  ду 


Com  ах  =  Pdx  +  Qdy, 


d  x  dy 


<+-otx 


ID 


Pdx  +  Qdy. 


'dD 


□ 


Exemple  20.5.6  Comproveu  el  teorema  del  rotacional  per  a  un  camp  lineal 
X  =  (ах  +  by  +  cz,  dx  +  еу  +  fz,  0)  i  M  =  D,  el  disc  tancat  del  pla  х,  у,  de 
centre  l’origen  i  radi  r. 
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Solucić.  La  vora  es  parametritza  per  y(t)  =  (r  cost,  r  sint,  0)  de  rnanera  que 
[  (X,  T)ds  = 


'dD 


(X,  (— r  sint,  r  cos  t,  0 ))dt 


'dD 


—r  sin  t(ar  cos  t  +  br  sin  t)  +  r  cos  t(dr  cos  t  +  er  sin  t)dt 


=  7Г  r2(d  —  b). 


(rot  X,J\f)dS  = 


'  D 


I  (rot  X,e3)dxdy 

r  дх2  дх  \ 

Id  дхг  дх2 

/  (d  —  b)dxdy 

I D 


)dx  dy 


=  irr2(d  —  b) 

Com  tot  camp  es  pot  aproximar  per  un  lineal  considerant  els  seus  primers 
terrnes  de  Taylor,  si  r  es  petit,  el  calcul  de  la  primera  integral  en  la  que  apareix 
ja  l’expressio  d  —  b,  que  ara  sera  la  diferencia  de  derivades  parcials,  ja  motiva 
la  definicio  de  rotacionals,  vegeu  [5],  pagina  131. 


20.6  Lema  de  Poincare 

Proposicio  20.6.1  (Lema  de  Poincare)  SiguiU  un  obert  estrellat  respec- 
te  Vorigen  de  №n.  Tota  forma  tancada  sobre  U  es  exacta. 

Demostracio.  Definim  l’operador 

/  :Dk(U)  ~^Пк~\и) 

que  associa  a  la  fc-forma 

^  ^  dii,...ikdxi^  A  •  •  •  A  dxik 


ш  = 
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la  (k  —  l)-forma 


Ioj  = 


E 

ii<— <ifc 


tfc_1a 


(tx)dt 


k 

E 

i=i 


(— l)-7  ^ж^./а+Л-  ■  ’AdXi.A-  ■  -Л dxikdt 


Es  comprova  que 


o;  =  dloj  +  /da;. 

D’aquf  es  dedueix  que  si  cu  es  tancada,  llavors  es  exacta.  □ 


Ехегскп  20.6.2  Completeu  els  detalls  de  la  demostracio  del  Lema  de  Poin- 
care  per  a  k  =  1  i  n  =  2. 

Solucio.  En  aquest  cas 

u;  =  aie&ri  +  a2dx  2 

amb  a*  =  аДжх,  хг). 

Ara  be,  per  linealitat  es  suficient  comprovar  la  formula  oj  =  dluj  +  Idoo 
per  a 

oj  =  а  ]  dx  i , 

ja  que  el  mateix  calcul  demostraria  que  es  certa  per  a  a2dx2,  i  sumarfem. 
Suposem  doncs  oj  =  а  i  dx  i .  La  diferencial  de  oj  es 


doj 


1 [-dx\  Л  dx2. 
дх2 


L’operador  /  aplicat  a  oj  es  la  funcio 


Icj=[  ai(txi,  tx2)dt )  x\. 


La  diferencial  d’aquesta  funcio  es 


dloj  =  (  /  ai(txi,  tx2)dt )  dxi  +  x^d  (  /  ai(txi,tx2)dt 


Pero 


да  i 


1  <9ai 


d  ai(txi,tx2)dt  \  =  (  — — (txi,  tx2)tdt)dxi  +  (  /  — — (tx\,tx2)tdt)dx2. 


дх\ 


i  o  <9ж2 
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Per  tant 


dluj  = 


/■1  r  1 

!  ai(txi,  tx2)dt)  +  x\  /  — — (tx\,  tz^^t  dt  )  dx\ 

0  J  0  9x\ 

X\  [  -^-(txi,  tX2)t  dt\  dX2 


'0 


дхо 


Per  altra  banda 


Idtuj  = 


Aixf 


[  t(—^J-(tx\,tx2))dt(x\dx2  —  x2dx\) 
0  дХ2 

f1  да  i  \ 

ж2  /  т- — (tx\,tx2))tdt  dx i 


- 


/о  <9^2 
f1  да\ 
'o  дх2 


(tx\,tx2))t  dt  ]  с?ж2 


Idu  +  d/ca  = 

rl 


c+  i 


<9ai 


f  a\(tx\,tx2)dt)  +  x\  /  - — (tx\,tx2)tdt  +  x2  .  r, 

o  ./ o  dzi  7o  9x2 

f  —(a\(tx\,tx2)t)dt\dx\ 

0  dt  J 

a\(x\,x2)dx\ 

ш.  □ 


(tx\,  tx2))t  dt  ]  dx 


Camps  conservatius 

Definicio  20.6.3  Direm  que  un  camp  X  de  №3  es  conservatiu  si  rot  X  =  0. 
/  direm  que  deriva  d’un  potencial  si  existeix  una  funcio  diferenciable  f  : 
№3  — »  №  tal  que  X  =  V/. 

Com  carot.Y  =  dax ,  un  camp  es  conservatiu  si  i  nomes  si  la  1-forma  ах 
associada  al  camp  es  tancada.  Recordem  que  un  camp  deriva  d  ’un  potencial 
si  i  nomes  si  la  1-forma  ах  associada  al  camp  es  exacta. 

Hem  vist,  a  la  Proposicio  20.5.2  que  rot  V/  =  0,  es  a  dir,  tot  camp  que 
derivi  d  ’un  potencial  es  conservatiu. 
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Е1  reciproc  no  es  cert  en  general,  es  a  dir,  hi  ha  camps  conservatius  («i 
es  tancada)  que  no  deriven  d’un  potencial  (ах  no  exacta),  vegeu  exercici 
20.7.1).  No  obstant  si  que  es  cert  aquest  reciproc  quan  cl  camp  X  esta 
dehnit  sobre  un  tipus  particular  d’obert. 

Proposicio  20.6.4  Tot  camp  conservatiu,  definit  sobre  un  obert  simplement 
соппех,  deriva  d  'un  potencial. 

Demostracio.  Com  ojmtx  =  dax ,  si  X  es  conservatiu  dax  =  0,  es  a  clir,  ах 
es  tancada.  Si  estem  en  un  obert  simplcment  соппех,  tota  1-forma  tancada 
es  exacta,165  i  per  tant  existeix  una  funcio  diferenciable  /  :  №3  — >  №  tal  que 
ax  =  df.  Pero  aixo  vol  dir,  per  la  dehnicio  de  ах,  que  X  =  V/.  □ 

Seguint  [11]  veiem  la  relacio  entre  camps  solenoidals  i  camps  que  deriven 
d’un  potencial  vectorial,  es  dir,  carnps  que  son  rotacionals  d’un  altre  camp. 


Proposicio  20.6.5  Sigui  U  un  obert  estrellat  i  X  un  camp  sobre  U .  Son 
equivalents: 

(1)  X  es  el  rotacional  d’un  camp,  X  =  rot  Y . 

(2)  El  flux  de  X  a  traves  de  qualsevol  superficie  sense  vora  tancada  S  deU 
es  nul. 

(3)  Donada  una  corba  tancada  C  a  U,  el  flux  de  X  a  traves  de  qualsevol 
superficie  S  C  U  amb  vora  C  es  independent  de  la  superficie. 

(4)  X  es  solenoidal,  div  X  =  0. 

Demostracio.  (1)  =>  (2).  Consequencia  del  teorema  de  la  divergencia,  ja  que 

f  (X,u)dS  =  f  div  Xrj  =  I  div  rot  Yrj  =  0, 

Js  Jv  Jv 

on  V  es  la  regio  tancada  per  S,  v  la  normal  a  S  i  r\  l’element  de  volum  de 

№3. 

(2)  43-  (3).  Si  S\  i  S2  son  dues  superffcies  amb  d(Si)  =  d(S2)  =  C ,  llavors 
el  hux  a  traves  de  S\  U  S2  es 


(X,  vfljdSi  +  /  (X,  v2)dS2 


's  i 


's2 


165Es  ben  sabut  que  si  U  es  simplement  соппех,  el  primer  grup  de  cohomologia 
HX(U,  K)  =  0.  En  donern  una  demostracio  directa  a  l’exercici  20.7.5. 
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on  v\ ,  v2  son  els  normals  exteriors,  de  manera  que  aquest  flux  es  zero  si  i 
nomes  si 


(X,  vJdSi  =  -  /  (X,v2)dS2=  /  (X,-u2)dS2, 


'S  i 


's2 


>s2 


i,  com  els  vectors  V\  i  —  v2  indueixen  la  mateixa  orientacio  en  C,  hem  acabat. 

(3)  =>  (4).  Com  (2)  i  (3)  son  equivalents  veiem  que  (2)  =>  (4).  Е1  teorema 
de  la  divergencia,  juntament  amb  la  condicio  (2),  ens  diu  que 


div  Хгј 


'м 


0 


sobre  qualsevol  subvarietat  M  compacta  amb  vora  de  №3.  Si  div  X  ф  0  en  un 
punt,  es  diferent  de  zero  (per  exemple,  positiu)  en  un  entorn  d’aquest  punt. 
Prenent  com  M  una  bola  de  centre  el  punt  i  radi  prou  petit  com  perque 
estigui  continguda  en  aquest  obert  on  la  divergencia  es  positiva  arribem  a 
contradiccio. 

(4)  =>  (1).  Donat  un  tal  camp  X  sabem  que 


du)x  =  div  Хгј 


on  rj  es  l’element  de  volum.  Per  tant,  div  X  =  0  implica  que  шх  es  tancada, 
i  pcl  Lerna  de  Poincare,  exacta.  Es  a  dir,  existeix  una  1-forma  /3  tal  que 


шх  =  d/3. 


Pero  com  (3  =  «y  per  a  un  cert  carnp  Y , 

шх  =  da.Y  =  u!roty, 


i  per  tant  X  =  rot  Y.  □ 

La  condicio  d’obert  estrellat  no  es  pot  canviar,  en  general,  per  la  d’obert 
simplement  соппех,  com  es  veu  a  l’exercici  20.7.4.  Es  a  dir,  u>x  pot  ser 
tancada  (divX  =  0)  pero  no  exacta  (. X  no  es  rotacional).166 


Resum 


166En  llenguatge  de  cohomologia  aixo  vol  dir  que,  a  menys  que  U  sigui  estrellat,  no 
podem  assegurar  que  H2(U,  R)  =  0. 
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div  rot  X 

=  0 

rot  grad  / 

=  0 

div  X 

=  О^Х 

=  rot  Y, 

sobre  oberts  estrellats 

rot  X 

=  о^х 

<1 

sobre  oberts  simplement  connexos 

20.7  Exercicis 


Exercici  20.7.1  Comproveu  que  la  1-forma 

1 


a  = 


х 2  +  у2 


ydx  +  xdy) 


definida  a  l’obert  U  =  M2  \  {0}  es  tancada  регд  no  es  exacta. 

Solucio.  Es  facil  veure  que  es  tancada.  Suposem  que  fos  exacta.  Hi  hauria 
una  funcio  /  definida  a  U  tal  que  uj  —  df.  Integrant  uj  sobre  cl  cercle  unitat 
tindrfem 


ш=  df  = 


's 1 


's1 


'dS 1 


/  =  0 


ja  que  S 1  no  te  vora.  Ara  be,  si  calculem  directament 


-2тг 


r*  2п 


(jJ  — 


's1 


sin(t)d(cos(t))  +  cos(č)đ(sin(č))  =  /  dt  =  27г. 


Observem  que  aquest  exercici  diu  que  cl  carnp 


X  = 


д 


д 


х2  +  у2 


-УТГ  +XJU  < 
дх  ду 


tal  que  ах  =  а  es  conservatiu  (ах  tancada)  i  en  canvi  no  deriva  d’un  poten- 
cial  (otx  no  es  exacta). 


Exercici  20.7.2  Calculeu  el  flux  d’aigua  que  passa  per  una  membrana  no 
plana  que  tapa  una  tuberia  d’aigua. 

Solucio.  Sigui  M  una  superficie  amb  vora  tal  que  дМ  esta  continguda  al 
c-ilindre  х2  +  у2  =  1,  amb  un  punt  i  nomes  un  sobre  cada  generatriu  del 
cilindre.  Suposem  que  cl  camp  que  descriu  el  moviment  de  l’aigua  es  X  = 
(0,0,1). 
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Observem  que  si  V  =  |(— y,x,  0),  llavors 

rot  V  =  X 

Per  tant,  si  J\f  es  el  camp  normal  a  M, 

[  ^mtv  —  [  (X,J\f)dS  =  [  cty 
Јм  J  M  ЈдМ 

Ara,  per  les  hipotesis  restrictives  que  hem  posat  sobre  la  vora,  aquesta  es 
pot  parametritzar  per 

7 (t)  =  (cost,  sint,  z(t)) 

per  a  una  certa  funcio  z(t). 

Per  tant 

av=  (V(^(t)),j'(t))dt 
ЈдМ  J  0 

1  f 27Г 

=  -  /  ((—  sinć,  cost,  0),  (—  sint,  cost,  z'(t)))dt  =  тт. 

2  J  o 

Ехегскп  20.7.3  [11]  Trobeu  el  potencial  del  camp 

X(x,y,z)  =  (x2,2  yz,y2) 

Solucio.  Observem  primerament  que 

rot  X(x,y,z)  =  (0,0,0), 

i  per  tant,  deriva  d’un  potencial  (aquest  carnp  esta  dehnit  a  tot  M3  que  es  un 
obert  simplement  соппеха  de  M3). 

Per  trobar  un  potencial  nomes  hem  de  fixar  un  punt,  per  exemple  O  = 
(0,  0,  0)  i  dehnir  F(x ,  у,  z)  com  la  integral  de  X  al  llarg  d’una  corba  (qualsevol, 
i  per  tant  n’agafarem  una  facil)  que  uneixi  O  amb  (x,y,x). 

Per  exemple, 

/х  ру 

(X(t,  0,  0),  (1,  0,  0))dt  +  /  (X(x,  t,  0),  (0, 1,  0))dt 


+  /  (X(x,y,t),(0,0,l))dt 

J  o 

=  /  t2dt  +  /  y2dt 

J  0  J  0 


X 


+  У  z. 


3 
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Exercici  20.7.4  Demostreu  que  el  camp 

X(x,  у,  z)  =  }  (ж,|/,^) 

(. х 2  +  у2  +  ггУ'2 

es  un  camp  solenoidal  de  №3  \  {0}.  Demostreu  que  no  es  el  rotacional  de  cap 
camp. 

Solucio.  Es  deixa.  al  lector.  Vegeu  [11],  p.191. 

Exercici  20.7.5  Sigui  a  una  1-forma  tancada  definida  sobre  un  obert  U 
simplement  соппех  de  №3.  Proveu  que  existeix  una  funcio  f  definida  sobre 
U  tal  que  a  =  df . 

Demostracio.  Sigui  C  una  corba  tancada  de  U.  Per  definicio  de  simplement 
соппех  existeix  una  superficie  S  C  U  tal  que  C  =  dS.  Sigui  X  el  carnp  sobre 
U  tal  que  a  =  ах- 

Pel  teorema  de  Stokes 


Е1  fet  de  que  la  integral  al  llarg  de  qualsevol  corba  tancada  sigui  zero 
equival  a  dir  que  la  integral  de  Knia  no  depen  del  camf.  Per  tant,  per  la 
Proposicio  20.2.4,  X  deriva  d’un  potencial,  que  equival,  com  hem  vist  a  la 
pagina  454,  a  que  ах  sigui  exacta.  □. 


Apendbc  A 


Integracio  de  formes  quan  el 
suport  no  esta  contingut  en  una 
carta  local 

A.l  Particions  de  la  unitat 

Lema  A.l.l  Donades  dues  boles  tancades  concentriques  Bx  C  B2  existeix 
una  funcio  f  G  C°°(Mn)  amb  valors  a  [0, 1]  que  val  1  a  Bi  i  0  fora  de  B2. 

Demostracio.  Podem167  suposar,  sense  perdre  generalitat  que 

B\  =  {х  G  M3;  ||ж||  <  \fa}, 

B2  =  {х  G  М3;  ||ж||  <  Vb}, 

Considerem  д  :  М  — )•  М  donada  per 

1  1 

ехр( - - - )  а  <  х  <  b 

х  —  b  х  —  а 

0  х  ф  (а,  b ) 

Es  pot  veure  que  g  G  C°°(M). 

Ara  definim 

ф(Х) = V[x)dx. 

L  g(x)dx 

167Segueixo[16]. 
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Tambe  es  complcix  que  Ф  G  C°°(M).  Aquesta  funcio  val  1  a  (— oo,a],  es 
decreixent  entre  a  i  b,  i  val  0  a  [ b ,  oo). 

Ara  definim 

Ф(ж1,  ...,xn)  =  Ф((ж1)2  H - h  (жп)2) 

i  tenim  qne  Ф  G  C°°(M"),  te  valors  a  [0, 1],  val  1  a  B\  i  0  fora  de  B2,  com 
volfem.  □ 

Proposicio  A.1.2  (Particions  de  la  unitat)  Sigui  K  un  compacte  de  Mn 
i  {Va}  un  recobriment  de  K  per  oberts.  Llavors  existeixen  funcions  Д, . . . ,  fm  € 
C°°(Mn),  a  valors  [0,1],  tals  que 

v  ЕГ=1  Мх)  =  1УхеК, 

2.  Cada  fi  te  el  suport 168  contingut  en  algun  Va. 

Demostracio.  Per  cada  х  G  K  prenem  dnes  boles  obertes  centrades  a  х,  B(x) 
i  D(x),  amb  B(x)  C  D(x),  contingudes  en  algun  Va.  Com  х  pertany  a  algun 
Va  i  els  Va  son  oberts,  no  hi  ha  problcma  per  construir  B(x)  i  D{x).  Les 
agafem  mes  petites  si  cal  per  poder  assegurar  tarnbe  que  D{x)  C  Va. 

Per  ser  K  compacte  existeix  un  nombre  finit  de  punts  x\, ... ,  xm  tals  qne 

K  C  B(x i)  U  •  •  •  U  B[xm). 

Pel  lema  anterior  existeixen  funcions  gi, ... ,  gm,  amb  valors  a  [0, 1],  tals  qne 
valen  1  a  -В(жј)  i  0  fora  de  D{xi). 

Definim  noves  funcions  fi,  ■  ■  ■ ,  fm  Per 

fi  =  9i 

f-2  =  (1  -  9l)92 

/з  =  (l-žh)(l-92)93 

fi  =  (1  —  9i)  ...  (1  —  9i-i)9i 


168E1  suport  d  ’una  funcio  es  l’adherencia  del  conjunt  de  punts  х  on  f(x)  ф  0.  Escriurem 

supp  f  =  {x;f(x)  ф  0}. 

L’adherencia  es  respecte  de  la  topologia  de  K",  es  a  dir,  el  suport  d’una  funcio  /  definida 
a  Rn  es  el  subconjunt  tancat  mes  petit  de  M”  que  conte  {х;  f(x)  ф  0}.  Se  sobreenten  que 
х  varia  en  el  domini  de  definicio  de  /. 
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Es  clar  que  totes  clles  son  funcions  a  valors  a  [0, 1].  A  mes,  a  l’igual  que  les 
gi,  les  fi  valen  0  fora  de  D(xi).  Am  supp /*  C  D(xi)  C  Va.  Aixo  demostra 
cl  punt  2)  de  la  proposicio. 

Per  veure  el  punt  1)  demostrarem  per  induccio  que 

fi  +  ■  ■  ■  +  fm  =  1  —  (1  —  g±) . . .  (1  —  gm)  (A.l) 

En  efecte,  si  m  =  1,  tenirn  Д  =  1  —  (1  —  gf)  —  i  la  igualtat  es  certa. 

Suposem  certa  fins  i  —  1. 

fi  +  ■  ■  ■  +  fi-i  =  1  —  (1  —  <7i)  ---  (1  —  g%~ i) 

Llavors 

fl  +  ■  ■  ■  +  fi-l  +  fi  =  1  —  (1  —  <7l)  ■  ■  ■  (1  —  9i- 1)  +  fi 

=  1  -  (1  -  gi)  ■  ■  ■  (1  -  gi- 1)  +  (1  -  9l)  ■  ■  ■  (1  -  9i-l)9i 

=  l-(l-0l)...(l-0i). 

Ara  es  clar,  aplicant  (A.l),  que 

m 

Мх)  =  l,  Vx  e  к, 

i=  1 

ja  que  donat  х  G  K,  existeix  j,  1  <  j  <  m,  tal  que  х  e  B(xf)  i  per  tant 
9j(x)  =  1,  i  el  terme  de  la  dreta  de  (A.l)  es  redueix  a  1.  □ 

En  aquesta  situacio  es  diu  que  cl  conjunt  de  funcions  {/,}  formen  una 
particio  de  la  unitat  relativa  al  compacte  K  i  subordinada  al  recobriment 

ш 

Observem  que  la  proposicio  anterior  demostra  que  donat  un  compacte  de 
№"  i  un  obert  que  el  conte,  existeix  una  funcio  diferenciable  que  val  1  en  el 
compacte  i  0  fora  de  Vobert.  Nornes  hem  d’agafar  g(x)  =  )>+  fi(x). 

A.2  Integral  de  formes  amb  suport  no  con- 
tingut  en  una  unica  carta  local 

Definim  particio  de  la  unitat  subordinada  a  un  atles. 
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Defmicio  A.2.1  Sigui  (Ua,  ijja)  un  atles  de  M.  Per  definicio  de  carta  local, 
existeixen  oberts  Wa  de  M3  tals  que  fi>a{Ua)  =  Wa  П  M .  Una  particid  de  la 
unitat  {fi}  relativa  a  un  cert  compacte  K  C  M ,  i  subordinada  a  la  familia 
{Wa},  es  diu  subordinada  a  l’atles  {{Ua,  'фа)}. 

Com  que  per  a  cada  i  existeix  cq  tal  que 

supp  fi  C  WQi 


tenim  que 


supp  fi  П  M  C  Wat  П  M  =  ipai(Uai)  (A.2) 

Definicio  A.2.2  Siguicu  unak-forma  definida  sobre  un  obertU  deWn.  Sigui 
M  una  k-subvarietat  orientada  amb  vora  tal  que  M  C  U.  Suposem  K  = 
supp шПМ  es  compacte.  La  integral  de  oj  sobre  M  es  defineix  per 

P  m  a 

/  ш  = 

J  м  i=1  J  м 

on  {/i, . . . ,  fm}  es  una  particio  de  la  unitat  relativa  al  compacte  supptuHM, 
subordinada  a  un  atles  orientable  (Ua,i/ja)  de  M. 

Observem  que  les  integrals  de  la  dreta  tenen  sentit  perque  supp (fiov)  esta 
contingut  a  fi>a(Ua)  per  a  alguna  a,  i  supp (fiu)  П  M  es  compacte  per  ser  un 
subconjunt  tancat  del  compacte  K .  Podem  aplicar,  doncs,  la  definicio  17.2.1. 

Pero  necessitem  que  l’atles  sigui  orientablc.  Sabem,  per  la  proposicio  16.3.3 
que  un  tal  atles  sernpre  existeix  ai  k  ф  1.  Е1  cas  k  =  1  el  tractarem  a  part. 

Proposicio  A.2.3  La  definicio  anterior  no  depen  de  Latles  orientable  {(Ua,fi>a)} , 
ni  de  la  particio  de  la  unitat  {fi}  subordinada  a  K  =  supptaflM  que  elegim. 

Demostracio.  Sigui  {gfi  una  segona  particio  de  la  unitat,  aquesta  subordi- 
nada  a  un  atles  {(V\,  ipt 3)}.  Per  a  cada  i  tenim 

fiu:  =  ^2  9jfiu  sobre  M 
j 

ja  que  en  els  punts  dcl  compacte  K  =  supp  ш  П  M  es  compleix  que  gj  =  1 
i  en  els  punts  de  M  \  K  els  dos  terrnes  de  la  igualtat  s’anul-len. 
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Llavors,  tenint  en  compte  que  formes  que  coincideixen  sobre  M  tenen  la 
mateixa  integral,  com  hem  comentat  a  la  pagina  394,  tcnim 

E  /  =  =  E  /  П 

i  Јм  t  j  Јм  ■  Јм 

Proposicio  A.2.4  (Teorema  del  canvi  de  variables)  SiguiM  unak-sub- 
varietat  orientada  amb  vora  i  sigui  F  :  №n  — >  №n  un  difeomorfisme.  Sigui 
ш  una  k-forma  de  №n  amb  K  =  suppcu  П  F(M)  compacte.  Llavors 


quan  orientem  F(M)  de  manera  que  dFP  porti  bases  positives  de  TPM  a 
bases  positives  de  Tp(P)F(M),  per  a  tot  P  e  M . 

Demostracio ,169  Sigui  (Ua,ipa)  un  atles  de  M,  compatible  amb  la  orientacio, 
i  sigui  {/,}  una  particio  de  la  unitat  relativa  al  compacte  K  i  subordinada  a 
l’atles  (Ua,F  o  фа)  de  F(M).  Observem  que  {/)  o  F}  es  una  particio  de  la 
unitat  relativa  al  compacte  F_1(A'),  i  subordinada  a  l’atles  (Ua,ipa). 

En  particular,  per  a  cada  i  existeix  cq  tal  que 

supp  fi  П  F(M)  C  Fifai(Uai).  (А.З) 

Ara  be,  amb  un  raonament  semblant  al  fet  per  provar  (17.3),  pero  que 
ara  permet  demostrar  la  igualtat  perque  F  es  difeomorfisme,  es  veu  que 

A_1(supp  fi)  =  supp (fi  o  F), 

i  per  (А.З) 

supp (fi  o  F)  П  M  =  A_1(supp  fi  П  F(M))  C  ipafUa,).  (A.4) 

Com  supp (fiiv)  П  F(M)  es  un  subconjunt  tancat  dcl  compacte  K,  es 
compacte  i  com  es  compleix  (А.З)  estem  en  les  hipotesis  de  la  definicio  17.2.1 
d’integral  de  forrnes  amb  suport  contingut  en  una  carta  local,  i  podem  aplicar 
per  tant  cl  teorema  del  canvi  de  variables  17.3.1,  pagina  398,  demostrat  en 
aquesta  situacio. 

Tindrem  doncs, 

/  W  =  E/  fiOU  =  J2  [  (fi°F)-F*ov=  [  F*u.  □ 

J  F(M)  ,  J  F(M)  i  J  M  Јм 

1690bservem  que  si  a  la  formula  que  volem  clemostrar  canviem  F  per  tp  i  M  per  U  tenim 
la  defmicio  17.2.1  d’integral.  Pero  tp  no  es  un  difeomorfisme  de  K”  ni  ш  te  el  suport  en 
una  carta  local. 
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А.З  Teorema  de  Stokes 

Teorema  A.3.1  (Teorema  de  Stokes  sobre  /с-subvarietats)  Sigui  M  una 
k-subvarietat  de  M”  orientada  amb  vora.  Sigui  oj  una  (. k  —  1  )-forma  diferen- 
cial  definida  sobre  un  obert  U  de  №n  que  conte  M .  Suposem  supp  cv  П  M  es 
compacte.  Aleshores, 


on  дМ  te  la  orientacio  induida  per  la  orientacio  de  M . 

Demostracio.  Sigui  {Ua,fia)  un  atles  de  M  compatible  amb  la  orienta- 
cio.  Sigui  fi, . . . ,  fm  una  particio  de  la  unitat  relativa  al  compacte170  K  = 
supp  jj  П  M  i  subordinada  a  l’atles  ( Ua,fia ).  Tenim 

m 

ш  =  ficj,  sobre  M 

i= 1 

ja  que  sobre  K  la  suma  de  les  fi  es  1  i  fora  de  K  els  dos  termes  s’anul-len. 

Per  ser  aquesta  particio  de  la  unitat  {fi}  subordinada  a  l’atles  {Ua,fia) 
sabem,  rclacio  (A.2),  que  per  cada  i  existeix  аг  tal  que 

supp /јПМс  fi>ai{Uai). 

En  particular, 


swppd{fiiv)  П  M  C  ipai{Uai).  (A.5) 

Denotem  рг  =  фа  {fioj).  Observem  que,  per  (17.3), 

SUPP  рг  =  SUpp  lf*ai{fiuj)  C  (Slipp  fijj)  C  UQt. 

A  continuacio  veurern  que  cl  teorema  de  Stokes  es  cert  per  a  la  forrna  fiu, 
es  a  dir , 1 ' 1 

[  dffiuj)  =  [  fiuj 

J  М  ЈдМ 

170Observem  que  la  hipotesi  suppw  П  M  compacte,  implica  les  dues  hipotesis  que  neces- 
sitem  perque  les  dues  integrals  tinguin  sentit:  suppcicu  П  M  i  supp  ш  П  д(М)  compactes. 

1(1Aix6  ja  ho  hem  vist  a  la  seccio  17.4,  ja  cjue  aquestes  formes  tenen  1  suport  contin- 
gut  en  una  carta  local,  pero  repetim  els  arguments  per  tal  de  que  aquest  apendix  sigui 
autocontingut. 


(A.6) 
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Observem  que  aquestes  integrals  tenen  sentit  ja  qne  els  conjnnts  snpp  d(fiOj) П 
M  i  supp  fiUj  П  дМ  son  compactes  per  ser  subconjunts  tancats  del  compacte 
K  =  supp  uj  П  M. 

Calculem  cl  primer  terrne. 

[  d(fiU )  =  [  d(fiu)  =  [  ф *aA(fiin )  =  [  dpi  =  /  dpi. 

Јм  Jpai(Uai)  Juai  Juai  Јж\ 

La  igualtat  (1)  per  (A.5).  La  igualtat  (2)  per  la  definicio  17.2.1.  La 
igualtat  (3)  perque  la  diferencial  commuta  amb  cl  pull-back.  La  igualtat  (4) 
perque  supp  dp^  C  supp  pi  C  U0t. 

Per  calcular  la  integral  de  dp.i  sobre  calculem  primer  dp^.  Com  pue1'2 

k 

Pi  =  dj(x)dx\  Л  •  •  •  Л  dxj  Л  •  •  •  Л  dxk, 
l=i 

la  diferencial  de  pi:  es 


dpi  =  J](-1)J+1 

l=i 


дај 

дхј 


dx\  Л  •  •  •  Л  dxk- 


Pel  teorema  de  Fubini,  que  permet  canviar  l’ordre  d’integracio,173 


+ 


fc-i 


j= l 


E 

(-l)fe+1 

(-i)‘  [ 


'  Xj=—00 


c)ci  •  ^ 

(— 1  )j+1-^-J-dxj  )  dx  i . . .  dxj  . 


.  d/Xi 


dai 


dxk  )  dx  i . . .  dxk~  i 


lxk= 0  дхк 


Uk(xi,  ■  ■  ■ ,  xk—i,  0 )dx\ . . .  dxk~i 


ja  que  les  integrals  del  primer  sumand  son  totes  zero  per  tenir  les  funcions 
dj  suport  compacte. 


^Recordem  cjue  dxj  vol  dir  que  el  terme  dxj  no  lii  es. 
173 


рхк=00  еХк_1  =00 


/R  к, 


+  J  хк=0  J  хк  —  \  —  oo 


#1  = — oo 
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Resumint 

[  d(fiUj) 

J  м 


1’  *  •  •  ?  %k— 15  0)d,Xi  •  •  .  Xfo—\ 


(A.7) 


Estudiem  ara 


Per  poder  integrar  sobre  la.  vora  necessitem  primer  tenir  un  atles  de  la  vora 
compatible  amb  la  orientacio.  Considerem  l’atles  qne  s’obte  per  restriccio, 
qne  sabem  qne  es  compatible  si  i  nornes  si  k  es  parell. 

Concretament  aquest  atles  esta  donat  per 

Ua  =  {(^i, . . . ,  Xk~i)  €  (xi, . . . ,  Xk-i,  0)  G  Ua}  =  F~lUa 
'Фа  =  f>a°F 

on  F  :  Па  C  Mfc_1  — *  M+  es  l’aplicacio  F(x  1, . . . ,  х^-г)  =  (aq, . . . ,  i,0). 

Llavors  tenim 


[  /,«S(-1)‘/  =  (-1)‘  f  F* Pi  —  (— l)fc  [  F"P„ 

ЈдМ  Juai  Jtjai  .1  Rfe— 1 

La.  igualtat  (1)  es  deguda  а  que 

supp  -0* .  (fiu)  =  supp  F*pi  C  F_1(supppi)  C  Uai, 

i  cl  signe  (— l)fc  es  per  assegnrar-nos  qne  treba.llem  amb  un  atles  compatible 
amb  la  orientacio.  La.  igualtat  (2)  es  perque  фа  =  фао  F.  La.  igualtat  (3)  es 
novament  perqne  snppF*pj  C  Uai 
Ara  be,  com  х^  o  F  =  0,  tenim 


F*Pi 


Resumint 


(пк  o  F)dx  1  Л  •  •  •  Л  dxk~  1 
пк(х i, . . . ,  xk-i,  0)dxi . . .  dxk- 1 


0*к(х\,  •  •  •  ,  Хк—  1,  0)dx\  .  .  .  Хк—1 


(A.8) 
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Comparant  (A.7)  i  (A.8)  veiem  que  la  igualtat  (A.6)  es  certa.  I  d’aquesta 
igualtat  se’n  deriva  el  teorema  en  cl  cas  general.  En  efecte, 


[  d(fiU )  =  [  fi<*>=  [  ш.  □ 

■  Јм  •  ЈдМ  ЈдМ 
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